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Statycznie wyznaczalne przypadki
rozciagania — sciskania pretow

Wprowadzenie

Naprezenia rozciagajace o, normalne do przekroju poprzecznego w precie rozcia-
ganym sita P, okreslone sa wzorem
P N

C=FSh
gdzie: F — pole przekroju poprzecznego preta, m?; k. — naprezenie dopuszczalne
na rozciaganie.

Zgodnie z obowiazujacymi normami jednostka naprezenia w uktadzie SI jest
paskal (Pa), czyli niuton (N) na metr kwadratowy (m?). Poniewaz jest to jednostka
bardzo mata (do zastosowan w budowie maszyn), przeto w praktyce stosuje si¢
megapaskal (MPa)

(1.1)

N N
IMPa =10°Pa=10° 5 =1—
m mm

Wydhuzenie Al preta pryzmatycznego o dtugosci / wyznacza si¢ z prawa Hooke’a

Pl
Al = — 1.2
IF (1.2)
gdzie E — modut Younga (tabl. 21.1).
Po wprowadzeniu wydtuzenia wzglednego (odksztatcenia) €
Al
£=— (L.3)
l
prawo Hooke’a wyraza sie wzorem

Analogiczne wzory stosuje si¢ przy $ciskaniu pretdw, z tym zastrzezeniem, Ze sa
to prety krotkie, nie podlegajace wyboczeniu.
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Zadanie 1.1. Pret stalowy o $rednicy d = 5 mm i dlugosci / = 2 m jest roz-
ciagany sita P = 1600 N. Obliczy¢ naprezenia oraz wydluzenie caltkowite
i wzgledne preta. Modut Younga dla stali wynosi £ = 2,1-10° MPa.

Rozwiazanie. Naprezenia normalne w poprzecznym przekroju preta wy-
nosza

_ P 4P 4.1600
TF  nd? n-5?
a wydluzenie catkowite (z prawa Hooke’a)

_ Pl _ 4Pl _ 4-1600-2000 P,
T EF " End? " 2,1-105-m-52 7 7

= 81,5 N/mm’ = 81,5 MPa

Al

Zadanie 1.2. Obliczy¢ naprezenia normalne w przekroju poprzecznym, wy-
dtuzenie catkowite oraz wyduzenie wzgledne drutu mosigznego, o dtugosci [ =
=4 m i §rednicy d = 3 mm, rozciaganego sita P = 700 N. Modul Younga dla
mosiadzu E = 1-10° MPa mozZna odczytaé z tabl. 21.1.

ODPOWIEDZ:

o =100MPa, £=0,001, Al=4mm

Zadanie 1.3. Tensometr (czujnik do pomiaru odksztatcen) wykazat odksztat-
cenie wzgledne rozciaganego preta aluminiowego & = 0,5 %o = 0,0005. Obliczy¢
naprezenia, z jakimi byl rozciagany pret, jezeli modut Younga dla aluminium wy-
nosi £ = 0,7-10° N/mm?.

Rozwiazanie:

o =¢&E =0,0005-0,7-10° = 35 N/mm? = 35 MPa

Zadanie 1.4. Obliczy¢ wydluzenie wywolane cigzarem wiasnym preta pryz-
matycznego (rys. 1.1) o dlugosci /, wykonanego z materialu o cigzarze wlasciwym
v i module Younga .

Rys. 1.1. Do zadania 1.4
Rozwiazanie. Wytnijmy z preta odcinek o dhugosci dx oddalony o x od

gornego konca preta. Odcinek ten jest rozciagany sita réwna cigzarowi preta o dtu-
gosci | —x, a wige @y = F(I —x)y.
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Wydtuzenie odcinka dx wynosi (z prawa Hooke’a)
Ordx _ F(I—x)ydx (I-x)ydx

EF EF N E

Calkowite wydtuzenie preta jest rowne

Al:/m:/l%(z-x)dx:_%'("zx)z
0 0

Wydtuzenie to jest rowne wydtuzeniu wywolanemu sita réwna cigzarowi preta,
przylozona w §rodku cigzkosci preta.

Ax =

L
o 2E

Zadanie 1.5. Jakiej dtugosci pret — swobodnie zawieszony — nie zerwie sie
jeszeze pod cigzarem wlasnym, jezeli masa wiasciwa (gestosc) preta wynosi p, za$
wytrzymato$¢ na rozciaganie R,,. Obliczenia wykonaé dla otowiu (p = 11,3 g/cm?,
Ry = 15 MPa) i dla stali (p = 7,85 g/cm?).

ODPOWIEDZ:

R
I=—, I1=135m, [,=4990m
pg

Zadanie 1.6. Sporzadzi¢ wykres sit i naprezen normalnych dla preta pokaza-
nego narys. 1.2a oraz obliczy¢ catkowite wydluzenie tego preta.

a Q b)0P2P3PNO'E2£3‘E"’
C N2 T T > T —tr— ragl
.;g__‘_g_ Ji I
T ———] H—
r |8 :
e . }
8 L1+ ‘I“#'I— ! — (] t
L

ESE S EA :

Rys. 1.2. Do zadania 1.6

Rozwiazanie. W kazdym przekroju miedzy punktami 4 i B wystapi taka
sama sila normalna. Przetnijmy pret przekrojem I-I i rozpatrzmy réwnowage dol-
nej czescl. Site normalng zaznaczamy zawsze jako sile rozciagajaca badana czes¢
preta

YPy=-N+2P=0
stad
N| = +2P (sitarozciagajaca)
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Analogicznie dla przekroju II-11
YPx=—-N+P+2P=0
wiec
N, = +3P (sitarozciagajaca)
Naprezenia w dolnej i gbrnej cze$ci wynoszg
N P N 3 P

AEFERE 2=F =g

Catkowite wydtuzenie preta jest réwne sumie algebraicznej wydtuzen dolnej
i gbrnej czesci preta
Nili Mol 2P-3a  3P-2a _ +12Pa

Me=ah+ah =50+ 20 =Fr T EF EF

Znak ,,+” §wiadczy o tym, ze pret wydtuzyl sie.
Wykres sit i naprezeri normalnych jest pokazany na rys. 1.2b.

Zadanie 1.7. Wyznaczy¢ catkowite wydluzenie preta przedstawionego na
rys. 1.2a stosujac metode superpozycji.

Rozwigzanie. Wydluzenie preta tylko od sity 2P (sita przytozona do dol-
nego korica) wynosi

za$ tylko od sity P (przytozona w punkcie B) wydluzenie (tylko gérnej czesci
o dlugoéci 2a) jest réwne

P-2a
EF
Catkowite wydtuzenie preta pod dziataniem sit P i 2P wynosi

10Pa N 2Pa _ 12Pa
EF ' EF ~ EF

Al =

Al.=Alj+AhL =

Zadanie 1.8. Pret stalowy o §rednicy d = 4 cm jest obcigzony sitami P =
= 100 kN, Q = 250 kN oraz S = 200 kN (rys. 1.3a). Obliczy¢ naprezenia w po-
szczegblnych przekrojach oraz wydiuzenie catkowite preta. Warto§ci naprezZei
wystepujacych w poszczegblnych przekrojach przedstawié w formie wykresu.
Dane:a=1m,b=2m,c=15m, E=2,0-10° MPa.

ODPOWIEDZ:

o~ —-80MPa, o~ 120MPa, o3~ —-40MPa, Al.=0,5mm

12
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(1) l’a b) 61=—80 z’i}?

|
8 10 62=120
o |

13 63——40A

44 =

© ] =

| 1 IE 1 L !

v =100 0 +100 MPa 6 Rys. 1.3. Do zadania 1.8

Zadanie 1.9. Wykonac wykresy sit i naprezen normalnych dla preta przedsta-
wionego narys. 1.4. Obliczy¢ calkowite wydtuZenie tego preta oraz przemieszcze-
nie punktu 5.

Rozwiazanie. Sila normalna w przedziale / (4B) wynosi N} = +0Q,
a w przedziale II (BC) N, = —30. Naprezenia wynosza odpowiednio

s M_H0 M =30
=R T F TR 2F
Y u| 2EF e I;i 1| 0
w—— Ja""ﬁ N1<—+l3—>
I
. 1l 11|
> 2 ]

) Q
t

no o

1 %} x
|
L

Rys. 1.4. Do zadania 1.9

nin
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Wydtuzenie catkowite jest rtéwne

Ml NI +Ql -30I Ql
=Al = —= _—— —_— = ——
Me= A+ Ab= et 7o = FF T 2EF = 2EF
Odksztalcenie jest ujemne, a wiec pret ulegnie skréceniu. Przemieszczenie punktu B
(réwne skréceniu czgéci BC, taczacej punkt B z nieruchomg §ciang) wynosi
301
fo=A0p=-orp

Odksztalcenie jest ujemne, a wiec punkt B przemiesci sie w lewo.

Zadanie 1.10. Dla pretéw pokazanych na rys. 1.5 a i b wykonaé wykresy sit
i napr¢zen normalnych oraz obliczy¢ catkowite wydtuzenie pretéw i przemiesz-
czenie punktéw C. Zadanie rozwiazaé metoda przecieé i metoda superpozycji.

a) ) 3EF EF 3EF b) 2EF EF
a .
M o u AR VR W A 2p
{ '2“ { { 2a a 2a
Rys. 1.5. Do zadania 1.10
ODPOWIEDZ:
7P! 4Pa
Al=——— =0; = — =
a) 3EF’ fc O, b) Al EF, fc 0

Zadanie 1.11. Uk{ad pretowy przedstawiony na rys. 1.6 jest obciazony sitg
P. Obliczy¢ skladowe przemieszczenia punktu C. Sztywno$¢ rozciagania obydwu
pretéw wynosi EF.

c)
vh
K 2
@ Gk # C 0 -
Al X
I AL
! c,
f/
no
< / m
/
{
/
/
' ¥

Rys. 1.6. Do zadania 1.11
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Rozwiazanie. Z warunkéw rownowagi wezta C (rys. 1.6b) znajdujemy
S;=-Pctgf oraz S;=P/sinf
Odksztalcenia pretow wynosza

__ —Pctgfa Al = Pa _ 2Pa
T T EF ' " EFsinfcosp  EFsin2f

Pret / ulegnie skréceniu o Alj (rys. 1.6¢) oraz obroci sig dokota punktu 4 (dla nie-
wielkich odksztatcen tuk okregu mozna zastapic styczna), koniec C preta / prze-
sunie si¢ wiec, po skréceniu, wzdhuz prostej n. Analogicznie pret 2 wydhuzy sie
0 Aly, a jego koniec przesunie si¢ wzdtuz prostopadiej do osi tego preta (tj. wzdtuz
prostej m). Punkt C przemiesci sig do potozenia C; (punkt przecigcia prstych n
i m). Skiladowa pozioma przemieszczenia punktu C wynosi wiec f; = |Aly|, za$
sktadowa pionowa f, (z trdjkata C; C3D) jest rébwna

Al

Sy =CiDctgp

Poniewaz
Al
CD=CC+CD=A{+ —=
cosf3
wiec
Al
Jfy=AlctgB+ m

Zadanie 1.12. Lekka sztywna belka (rys. 1.7) jest zamocowana przegubowo
w punkcie 4 i zawieszona na precie BD (dtugos¢ /, sztywno$é EF, kat nachylenia
a). Obliczy¢ kat, o jaki obroci sie belka, jezeli zostanie obciazona sila P.

a) Z b)
D
IEF c 8 f/\“ A
c Y/ N AN

P‘ a 2a

Rys. 1.7. Do zadania 1.12

Rozwiazanie. Sitawprecie S=3P/2sina, a wiec pret wydtuzy sig o Al =
= 3PI/2EFsina. Koniec B preta przesunie sig wzdtuz osi preta o odcinek BBy =
= Al (rys. 1.7b) oraz przemiesci si¢ po prostopadiej m az do przecigcia z prosta n,
po ktdrej przesunie sie (obrdci dokota punktu 4) punkt B belki. Kat obrotu ¢ belki
(z trojkata ABB>) wynosi

15



BB, AN 3P
T AB  2asina  4gEFsinia

[2:4%

Zadanie 1.13. Sztywna, lekka belka o dlugosci @ = 2 m zamocowana prze-
gubowo w punkcie 4 i zawieszona na precie jest obcigzona momentem M =
= 11000 N-m i sita Q = 5000 N. Pret o dlugosci / = 1 m ustawiony pod katem
a = 45° jest wykonany ze stali St3 (k. = 1200 MPa, E = 2,1 - 10° MPa). Obliczy¢
wymagana Srednice preta oraz obnizenie f punktu C.

Cl) b) x

Rys. 1.8. Do zadania 1.13

ODPOWIEDZ:
d>12,6mm, f=0,6mm

Zadanie 1.14. Dwa prety stalowe sa polaczone przegubowo w punkcie 4 i ob-
cigzone sita G (rys. 1.9). Obliczy¢ sktadowa pionowa przemieszczenia punktu A4.

ODPOWIEDZ: \
sin(2a)
=12Ga
S 2EF
7, [ P
Aly
8 A
L .|A//
H 79
[
A \ | .
A
o Fz \ {\_‘
A
\
C L N4,
Rys. 1.9. Do zadania 1.14 Rys. 1.10. Do zadania 1.15

Zadanie 1.15. Wspornik sktada sie z dwoch przegubowo potaczonych pretow
AB i AC (rys. 1.10). Wyznaczy¢ naprezenia i wydtuzenia pretéw oraz przemiesz-
czenia przegubu A4, gdy wspornik jest obciazony sifa P. Dane liczbowe: P = 30kN,
dtugos¢ preta AB: I = 1,2 m, pole przekroju F; = 4 cm?, pole przekroju preta AC:
F=6cm? a=60°E =2,1-10° MPa.

16



ODPOWIEDZ:
Al =0,745mm. fy=A"4, =271 mm, o, =130MPa, o, = —-100MPa

Zadanie 1.16. Dobra¢ tak przekrdj poprzeczny filaru (rys. 1.11), wykonanego
z betonu o cigzarze wlasciwym y, aby naprezenia w kazdym przekroju byly jed-
nakowe i rowne wytrzymalosci na Sciskanie k. (stup o stalej wytrzymatosci na
sciskanie). Gorna powierzchnia filaru o polu Fy jest obciazona réwnomiernym na-
ciskiem g = k..

I— : T
+dFx
24 > Rys. 1.11. Do zadania 1.16

Rozwiazanie. Filar przecinamy dwiema plaszczyznami poziomymi odle-
gtymi o dx od siebie. Czes¢ filaru miedzy plaszezyznami I i /I mozna traktowaé
1ako graniastostup. Przy przejsciu od przekroju I do I7 sita normalna ulega powigk-
szeniu o wielko$¢ rowna cigzarowi graniastostupa dV = dQ = F,dxy, a przekrdj
poprzeczny zwigkszy sie o dF;. Stosunek przyrostu sity normalnej do przyrostu
pola przekroju poprzecznego musi by¢ rowny naprezeniom g = k.

Fedey

T
a po rozdzieleniu zmiennych
B _ V4

E o q
Catkujac stronami, otrzymujemy

InF, = Zx—}—c
q

Stata calkowania C wyznaczamy z warunku brzegowego, a mianowicie: dlax =0
pole przekroju F, = Fy, wigc C = InFp. Zatem
£
Zx =In=
q £
Ostatecznie otrzymamy
Akacdsr . 7 ccigme - Heind
— ¥x/q < icIe - Huinicza
F=Foe ir @ Staszica
Ve INZYNIERN

MECHANICZNEJ | ROBOTYKI
BIBLIOTEKA



Statycznie niewyznaczalne przypadki
rozciagania — sciskania pretow

2

Wprowadzenie

W uktadach statycznie niewyznaczalnych, tzn. takich, w ktorych statyka ciata
sztywnego daje mniej réwnan rownowagi niz liczba niewiadomych, dodatkowe
réwnania uzyskujemy z zalezno$ci wynikajacych z odksztalcen.

Odksztatcenia ukladu mozemy przyjmowaé dowolne, byleby zgodnie z wig-
zami, za$ sity musza odpowiadaé przyjetym odksztalceniom (jezeli np. pret ulega
wydtuzeniu, to wywoluje to sila rozciagajaca).

W tresci i ukladzie zadan preferowane jest stosowanie metody naprezen do-
puszczalnych. Wprowadzane obecnie coraz szerzej metody standw granicznych,
podane sa gldwnie dla informacji, ze takie metody istnieja i na czym polega ich
istota. Stosowanie tych metod obowiazuje w fazie obliczen sprawdzajacych
i nalezy je przeprowadza¢ zgodnie z aktualnymi, systematycznie nowelizowanymi
normami panstwowymi lub branzowymi (np. PN-90/B-03200 ,,Konstrukcje sta-
lowe. Obliczenia statyczne i projektowanie”).

Zadanie 2.1. Obliczy¢ dopuszczalna warto$¢ sity P, jaka mozna obciazy¢ nie-
odksztatcalng ptyte trojkatna (rys. 2.1a). Naprezenia dopuszczalne na rozcigganie
i na $ciskanie dla pretéw wynosza k. = k., = 100 MN/m?, a ich pola przekroju
F=3cm?

Rozwiazanie. Pod wplywem sity P plyta obréci si¢ dokota punktu 4
o pewien kat ¢ (rys. 2.1b). Pret / ulegnie skroceniu o Aly, a pret 2 wydtuzy
si¢ 0 Al, zatem zwroty sit Sy 1 Sy beda takie jak na rys. 2.1c. Z réwnan
réwnowagi ptyty wykorzystamy tylko réwnanie momentéw wzgledem punktu 4
(pozostate réwnania roéwnowagi pozwalaja obliczy¢ skladowe reakcji w prze-
gubie 4)

ZMA :Pa—51 '2(1—5’2(1:0

Poniewaz liczba niewiadomych sit i reakcji jest wieksza niz liczba réwnan

18



8 R
5, P {VR,

Rys. 2.1. Do zadania 2.1

rownowagi (uktad jednokrotnie statycznie niewyznaczalny), potrzebne jest dodat-
kowe rownanie.
Z zaleznosci geometrycznych wiazacych wydtuzenia pretow (rys. 2.1b) otrzy-
mujemy
_ Al _ Al
22 a
stad po zastosowaniu prawa Hooke’a S1 = 255. Z otrzymanych réwnan znajdujemy
2 1
S = gP oraz S, = §P‘

Wigksze naprezenia wystepuja w precie I: oy = S5 /F = 2P/5F < k.. Sita P
musi wigc spelnia¢ warunek

P < 2,5Fk, =2,5-300mm?- 100 N/mm? = 75000 N

Zadanie 2.2. Sztywna belka jest zawieszona na trzech jednakowych pretach
1 obciazona sita Q jak na rys. 2.2. Obliczy¢ sily w pretach.

Rozwiazanie. Latwo przewidzieé, ze pret 3 sie wydluzy, natomiast trudno
przewidzieé, czy pret / sie wydtuzy, czy skréci. Zakladamy, ze wszystkie prety
ulegna wydtuzeniu (rys. 2.2b), wowczas sity dziataja na belke tak jak na rys. 2.2¢.
Ze statyki mozemy napisa¢ dwa rownania

Si+5+853=0
S1-2a4+%a=0

19



Rozwiazanie. Plyta obroci sig o pewien kat @ dokola statego przegubu.
Punkt C piyty bedzie sie poruszat po normalnej do promienia AC, zajmie wiec
polfozenie () (rys. 2.3b). Pret 2 musi si¢ wydtuzyé o Alz i obrécid tak, aby dolny
koniec C preta 2 znalazt sig w punkcie €1 (na rys. 2.3b punkt C przemieszcza sie
wzdhuz osi preta o odeinek Al, a nastepnie w kierunku prostopadtym do osi preta
— do punktu Cp).

Obydwa prety wydtuza sig, a wige dziatajg w nich sily rozciagajace (rys. 2.3¢).
Z réwnan rownowagi wykorzystamy tylko réwnanie momentéw

ZMA :M()-—SI -3(2—52'40:0

Brakujgce réwnanie ofrzymamy z poréwnania odksztatcen (rys. 2.3b).
Poniewaz AB = 3a i AC = Sa, po oznaczeniu odeinka €C) = x, mozemy
napisaé

; kAll_x
EP= 37 T 5

stad

3
= -Af
X 3 1

Kat CiCD {rys. 2.3b) wynosi «, a wigc cosa = Aly/x, zas 2 trojkata ADC znaj-
4

dujemy cosa = 3 zatem x = ZMZ' Z poréwnania otrzymanych wynikow mamy

3 L, . . )
Al = ZNZ’ po zastosowaniu za$ prawa Hooke’a otrzymujemy brakujace rownanie

Z powyzszych réwnan znajdujerny
_ 3 My _ 3 350000N-m
T 25a 25 lm

_ 4 My 4 50000N.m
T 254 25 Im

S, — 6000N = 6 kN

S —= 8000 N = 8 kN

Zadanie 2.4. Obliczy¢ reakcje sztywnych 1 nieprzesuwnych scian oraz prze-
mieszczenie punktu K preta przedstawionego na rys. 2.4, Zadanie rozwiazad sto-
sowang dotychczas metoda przecieé, a nastepnie metoda superpozycji.

Rozwiazanie,

1. Metoda przeciec. Catkowite odksztalcenie preta, réwne sumie odksziatcen
poszczegdinych jego odeinkdw, jest rowne zeru

. Rla (R]—P)-a (Rl—P}-3a+(R1—3P)-3a_G
T 2EF 2EF + 2EF 2EF o

Al
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A B c
3 o4
_______ e NI S
A <1
8’ {
g
c)
151 TSZ A5
A ]
K ‘
- a q d) Yo

Rys. 2.2. Do zadania 2.2

Brakujace réwnanie (zadanie jest jednokrotnie statycznie niewyznaczaine) otrzy-
mamy z porownania odksztalcen

Als — AL _ Al — Al

2a a
Stad po zastosowaniu prawa Hooke’a mamy

S5— 8 =2(8-8)

. . . 1 1. 5
Z powyzszych rownan otrzymujemy: S; = —EQ, S = §Q 183 = gQ.
W precie / wystepuje wiec sita o zwrocie przeciwnym do zaloZonego, tj. sita
$ciskajaca, zatem pret ten ulegnie skroceniu. Rzeczywiste odksztalcenia pretow
przedstawiono na rys. 2.2d.

Zadanie 2.3. Piyta prostokatna (rys. 2.3) zamocowana przegubowo w punk-
cie 4 i zawieszona na dwoch pretach jest obcigzona momentem My = 50 kN -m.
Obliczy¢ sity w pretach. Wymiar ptytya=1m.

a) p b) c)
IEF ORI . c S,
BRNE, N ) -
/ 17 B c A‘Z 51 \
== c.
Za=a , £, ’ "
8 2NN
M ¥ R, o
0\ a Ry
A A

Rys. 2.3. Do zadania 2.3
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tRz Rys. 2.4. Do zadania 2.4

13 L . . 11
Stad R = §P, za$ z rOwnania statyki Ry = —8—P.
2. Metoda superpozycji. Gdyby nie dziatata reakcja R;, wowczas swobodne

wydtuzenie preta wywotane sitami zewnetrznymi P i 2P wynosiloby (rys. 2.4b)

Pa  2P-3a¢ 2P-2a

+ +

2EF  2EF 2EF

Gdyby nie dziataty sily P i 2P, lecz jedynie reakcja R,, wowczas wydhizenie
(skrécenie) preta wynosiloby (rys. 2.4¢)

Al =

_ Ry3a Ry-2a
A== ~pF " 3EF
Wydtuzenie catkowite preta (rys. 2.4a) jest rowne zeru, zatem z warunku Al{+
. . 11 . 13
+Al, = 0 znajdujemy reakcje Ry = —8~P, ze statykizas Ry = 3P— Ry = §P.

Przemieszczenie punktu K wynosi

Y _R1-2a_ Pa 13Pa  Pa 9Pa
K= 2EF ~2EF ~ 8EF 2EF S8EF

Zadanie 2.5. Wyznaczy¢ przemieszczenie przegubu K ukiadu pretowego
(rys. 2.5) obcigzonego silg P. Dane: P= 100 kN, o = 30°, # =45°, a =1 m, prze-
kroje wszystkich pretéw sa jednakowe i wynosza F = 4 cm?, E = 2,1-10° MPa.

Rozwiazanie. Poniewaz uktad jest symetryczny, zatem punkt 4 przemiesci
sie pionowo w dot. Wydtuzenia pretéw sa takie jak na rys. 2.5b, za$ sity w pretach
(rys. 2.5¢) sa sobie odpowiednio parami réwne: Sy = Sy oraz S, = S3. Z uwagi na
symetrig ukladu ze statyki otrzymamy rownanie

P—-2ScosB—-2S;cosa~S5=0
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Rys. 2.5. Do zadania 2.5

Mamy wigc trzy niewiadome, a jedno rOwnanie statyki, zadanie jest wige dwu-
krotnie statycznie niewyznaczalne. Musimy zatem ulozy¢ dwa dodatkowe rowna-
nia odksztatcen. Z rysunku 2.5b wynika, ze Al; = Alscosf oraz Al; = Alscosa.
Wykorzystujac prawo Hooke’a, z powyzszych zaleznosci otrzymamy

Pcos? B

S =S4 =

L T T 2cos’ a+2¢08’ B
Pcos’ a

$=5= 142cos3a+2cos® B

P
S5 =
142cos’ a+2cos® B

Przemieszczenie punktu X wynosi

PI '
Als = EF(1+2cos’a +2cos’ B)
100000 N - 1000 mm

= 3 3
2,1-105 N/mm2~4()0n’1m2 142 (?) +2 (g)

= 0,4 mm

Zadanie 2.6. Pret stalowy zostal zamurowany miedzy dwiema sztywnymi

i nieprzesuwnymi $cianami, a nastepnie obciazony dwiema osiowymi sitami P
(rys. 2.6 ). Wyznaczy¢ naprezenia w precie.

) L., . . . .. .2r
ODPOWIEDZ. W czgéci srodkowej pret jest rozciagany naprezeniami 35 za$

. . P
w czesciach koncowych $ciskany naprezeniami I
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Rys. 2.6. Do zadania 2.6 Rys. 2.7. Do zadania 2.7

Zadanie 2.7. Pret o przekroju skokowo zmiennym Fi = 3 cm? i /5 = 6 cm?
jest utwierdzony w obu koncach i obciazony sita P = 100 kN (~ 10000 kG)
w sposdb podany na rys. 2.7. Wykonac¢ wykres naprezen.

ODPOWIEDZ:

o) = 66,7 MPa, oy, =—133MPa

Zadanie 2.8. Stup betonowy (rys. 2.8), o wysokosci /, zbrojony pretami sta-
lowymi jest $ciskany osiowo réwnomiernie roztozona sita P (sita P dziala poprzez
sztywna lekka plyte). Pole przekroju wszystkich pretéw stalowych F; stanowi 5%
pola przekroju betonu F, (F; = 0.05F3). Stosunek modutéw Younga dla stali Es

i dla betonu E;, wynosi ES_ = 12. Obliczy¢ sity $ciskajace beton i stal.
b

Rozwiazanie. Sila P ciskajaca stup jest rowna sumie algebraicznej sity P
$ciskajacej prety stalowe i sity P, $ciskajacej beton P = Py + Fp. Skrocenie pretow
stalowych musi by¢ réwne skréceniu stupa betonowego, zatem

Pl Pyl

Al. = - —
h=ER TR
stad
P, EJ[;
== =12.0,05=0,60
Py EpFy
Ostatecznie
3P 5P
F=—= Py=—=

Zadanie 2.9. Wewnatrz tulei stalowej o polu przekroju poprzecznego F; =
— 400 mm? znajduje sie walec miedziany o takiej samej dfugosci i polu przekroju
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Rys. 2.8. Do zadania 2.8 Rys. 2.9. Do zadania 2.9

poprzecznego F> = 250 mm?. Elementy te sa $ciskane miedzy sztywnymi ptytami
osiowa sifa P. Obliczy¢ maksymalng wartos¢ sily P, jezeli naprezenia dopusz-
czalne na $ciskanie dla stali wynosza k.; = 50 MPa, a dla miedzi k. = 30 MPa.

E
Stosunek moduléw Younga E—] =2.
2

ODPOWIEDZ:
Poux=31500N

Zadanie 2.10. Sztywna plyta o cigzarze Q = 50 kN zostata potaczona z podio-
zem za pomocg przegubu statego 4 i podwieszona na dwoch jednakowych pretach,
kazdy o dtugosci / i przekroju F = 2 cm?, w sposob pokazany na rys. 2.10. Wy-
znaczy¢ naprezenia w tych pretach.

ODPOWIEDZ

ocp = 100MPa, oy =50 MPa

Stal Miedz Stal
2

@ ® @

H s D\E a a
| a a a a 2 2
s\;l‘f 8 cll. Hii.. 1 I
N Q
li Ll ¢
Rys. 2.10. Do zadania 2.10 Rys. 2.11. Do zadania 2.11
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Zadanie 2.11. Nieodksztatcalna belke o cigzarze Q = 10 kN zawieszono na
trzech przegubowo polaczonych pretach o jednakowej dhugosci i przekroju F =
=2 cm? (rys. 2.11). Pret srodkowy jest miedziany, za$ boczne sa stalowe. Obliczy¢
naprezenia w pretach, jezeli na belke dziata sita P = 30 kN. Modul Younga dla
miedzi wynosi E, = 1 - 10° MPa, za$ dla stali Eg; = 2- 10° MPa.

ODPOWIEDZ:

o1 =425MPa, o, =40MPa, o3=1175MPa

Zadanie 2.12. Wyznaczy¢ sity w pretach ukladu przedstawionegonarys. 2.12.
Wszystkie prety sa o jednakowej dtugosci / i sztywnosci rozciggania EF.

Dane: Q, B.
ODPOWIEDZ:
0 2Qcosp
S =——=—— S$H5=5=—
'~ Tt+4cos2p’ 2 53 1+4cos? B
BB
N ,

2. -, ol
N “ FETNRRRERETY!

; AN
a a a’% 2a

n

Rys. 2.12. Do zadania 2.12 Rys. 2.13. Do zadania 2.13

Zadanie 2.13. Obliczy¢ naprezenia w pretach uktadu pokazanego narys. 2.13.
Dane: g,a, F, B.

ODPOWIEDZ:

3gacos® B 3qa
Ol=s5 730 o= 73,7
2F (4 +cos® B) F(4+cos’B)

Zadanie 2.14. Plaskownik o grubosci g z wycigciami (rys. 2.14) jest rozcia-
gany sita P. Obliczy¢ najwigksze naprezenia w plaskowniku.

Rozwigzanie. W obszarze miedzy przekrojami 4-4 oraz B-B, to jest
w przekrojach oslabionych wycieciami, ptaskownik jest rozciagany sitami: czes¢
srodkowa sita P>, za$ czeSci boczne jednakowymi — ze wzgledu na symetrig —
sitami P;. Z warunku réwnowagi wynika, ze P = 2P| + P». Zagadnienie jest
jednokrotnie statycznie niewyznaczalne. Wydtuzenia czesci srodkowej i bocznej
odcinka 4B musza by¢ jednakowe, zatem

P21 bl bl

E(ag) A=g (4ag)  E(2ag)

Al =
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b)
.‘_.:.:_:::.__J___z;

P =

Rys. 2.14. Do zadania 2.14
stad
8P, =3P,
3 4 .. ..
EP iP= 7P. Najwieksze naprezenia

Z powyzszych réwnan znajdujemy P, =
wystepuja albo w czgsci bocznej
s_h_3P
ag ldag
albo w najwezszym miejscu czesci srodkowej

oy = P =
T 2ag 72ag Tag
. . 2P
Poniewaz 6y > 01, WIEC Gy = O = = —.
7 ag
Zadanie 2.15. Obliczy¢ naprezenia, jakie powstana w stalowych pretach po
podgrzaniu ich o At = 50°C (rys. 2.15). Wspdlczynnik rozszerzalno$ci liniowe;j

a=1,1-1073/1°C.
c)
5 S;

[}

Rys. 2.15. Do zadania 2.15 Akademia Géinico - Hitnicza
i Staristess » S1ASZILA
WYOZ b Ny RN
MECHANIC ZNEJ | KCBOTYKI
BIGLIOTEKA
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Rozwiazanie. Wskutek ogrzania obydwa prety wydtuzylyby sie o réwne
odcinki Al; = laAt. Przypusémy, ze pret 2 na skutek sprezystosci konstrukeji ule-
gnie réwnoczesnie skroceniu mechanicznemu o Al,. Wowczas belka obréci sig
o kat ¢ i pret / musi ulec skroceniu o Alj. Warunek odksztalcen ma postaé

a  3a

Obydwa prety sa sciskane (rys. 2.15¢) 1 warunek rownowagi ma postacé
S 14 = S2 -3a

Po rozwigzaniu uktadu réwnan otrzymujemy

6
S = EEFaAt, Sy = %EFaAI

a zatem

6
o1 = zEali = g :2,1-10%-1,1-107%-50 = 138,6 MPa

oy = %EaAt: % :2,1-10°-1,1-107°-50 = 46,2 MPa

Naprezenia w precie / osiagnely warto$¢ pordwnywalna z naprezeniami do-
puszczalnymi bez obciaZenia ukladu sitami zewngtrznymi.

Zadanie 2.16. Na $rubg o skoku gwintu 4 zatozono rurke o dtugosci / i skre-
cono nakretka do skasowania luzu osiowego, a nastepnie dokrecono nakretke
o ) obrotu (rys. 2.16). Obliczy¢ naprezenia w Srubie i rurce, jezeli stosunek pdl

przekrojow poprzecznych tych elementow wynosi F,/Fy = 3, a modutéw Younga
E/E. =2.

al b}
’ !
N
I At
rurka r 8
éruba AL,
ci o

(BELEN

Rys. 2.16. Do zadania 2.16

Rozwiazanie. Wskutek obrotu nakretki dlugo$é czynna $ruby zmniejszyta
sieo 6 = %h (punkt C na rysunku odksztatcen). Poniewaz dtugo$¢ czynna sruby

i rurki musi byé jednakowa, polozenie rownowagi ustali si¢ pomigdzy punktami C
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i B, np. w punkcie D. Sruba musi ulec wydtuzeniu o Alg, a rurka skroceniu o Al,.

Z rysunku odksztatcen wynika, ze Al;+ Al, = 8. Sita w $rubie P; musi byé réwna
sile w rurce P,

Py =osF; =P = o.F

Po obliczeniach naprezenia wynosza

hE;

o= — cr—————hES
T K E; T E;, F
a1 =24 4124t
(EEr+) (E+F)

Zadanie 2.17. Obliczy¢ reakcje Scian, jakie powstana po obciazeniu sita P
(rys. 2.17) obustronnie zamurowanego preta i podgrzaniu uktadu o Az°C.

F
Y El /ZEF

1

S Sl S

2

/.
a

eI o

Rys. 2.17. Do zadania 2.17

Rozwiazanie. Calkowite odksztatcenie preta jest rowne sumie algebraicz-
nej odksztalcenia termicznego Al, i mechanicznego Al,,, zatem

A=A+ AL,=0
Odksztalcenia wynosza
Al, =2aaAt

_ —Rla (—R] —P)a
An=Fr t3EF

Po rozwigzaniu tego uktadu réwnan otrzymujemy
4 1
Ry =-EFaAt— =P
1= 3RrediTy
za$ po podstawieniu tej wartosci do rownania statyki Ry = P+ R) mamy

Ry= gEFaAt+ %—P

Zadanie 2.18. Obliczy¢ sily, jakie wystapia w pretach DB oraz DC ukladu
podanego na rys. 2.18a, jezeli pret DC zostanie podgrzany o Az, a wspdtczynnik
ciepinej rozszerzalnosci liniowej materiatu preta DC wynosi .
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Rys. 2.18. Do zadania 2.18
Rozwiazanie. Swobodne wydtuzenie termiczne preta DC wyniesie

1
Al = Ato——
! ¢ sinf8

a koniec C preta przemiesci si¢ do potozenia Cy (rys. 2.18b).

W precie DB pojawi sie sila rozciagajaca S; powodujaca wydtuzenie A/} =

S

"~ EF
nie A, stad catkowite wydtuzenie preta DC wynosi Al; — Aly, czemu odpowiada
punkt C; na rys. 2.18b, przy czym z uwagi na wspolprace z belka AC rzeczywi-
ste potozenie punktu C ukltadu przypadnie w miejscu C3. Z warunku odksztatcen
(rys. 2.18b) znajdujemy

, natomiast w precie DC powstanie sila Sciskajgca S» powodujaca skroce-

A=Al AL
3sinf 2
przy czym

Syl

A= ————
2 EFsinp

Na podstawie rysunku odksztalcen sporzadzamy rysunek sit (rys. 2.18¢) i stad
(z réwnania réwnowagi) otrzymujemy

3
S = —S2 sin ﬁ
2
Z powyzszych réwnan znajdujemy
_ 6aAtEFsinf 40 AtEF

1= —

44950 f | P 4+9sin’p
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Zadanie 2.19. Obliczy¢ sity w pretach przedstawionych na rys. 2.19, jezeli
pret / zostat podgrzany o At (°C).

i C)
C
B

R

}a A s\zi{ v
U
? S,

Al 8"\B @

Rys. 2.19. Do zadania 2.19

Rozwiazanie. Wskutek przyrostu temperatury pret / wydtuzylby sie
0 Al = laAt (BB’ na rys. 2.19b), lecz z powodu sprezystosci uktadu zostanie on
jednoczesénie skrécony mechanicznie o Al} = B'B”; ostatecznie pret I wyduzy sie
o odcinek BB" = Al, — Al;. Plyta obrdci si¢ o kat ¢, a pret 2 ulegnie skréceniu
o CC' = Al,.

Warunek odksztalcern ma postaé (dlax = CC'):

t _ X _Al;—Al]
8=~ T3

Po podstawieniu zaleznosci xcosf = Aly oraz wykorzystaniu prawa Hooke’a
otrzymamy

3S, =4aAtEF cosf3 — 4S5 cos B

Zwroty sit w pretach przedstawiono na rys. 2.19c. Warunek rownowagi ma
postac

S1-3a=Q-2a+S,cosf -4a
Po rozwiazaniu ukladu rownan otrzymujemy

§ 2(8aAtEF cos® B +30) S = 4cosB(3aAtEF —20)
b 9+ 16cos? 8 R 94 16cos? B

Zadanie 2.20. Obliczy¢ sily w pretach ukiadu przedstawionego na rys. 2.20,
jezeli pret 3 zostal ogrzany do Az (°C).
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« O \@ |®
o~
B
T ¢ Rys. 2.20. Do zadania 2.20
, . . Al
ODPOWIEDZ. Warunek odksztalcen jest nastepujacy: 2A/) = Al, — Al3 = —B,
cos
za$ sity w pretach sa odpowiednio réwne
_ SO0EFaAt . 80EFaM _ (254 32V5)EFant

T sy TP 125435 0 125+3245

Zadanie 2.21. Obliczy¢, jakie naprezenia powstaja w szynach kolejowych,
jezeli tor (bezstykowy) byt ukladany w temperaturze +-20°C, a w zimie tempera-
tura spadta do —30°C, za$ w lecie szyny nagrzaly sie do +60°C. Wspédtczynnik
rozszerzalnosci cieplnej stali a = 1,2-107° 1/1°C, E = 2,1 10° MPa.

Rozwiazanie. Poniewaz tor jest bezstykowy, wigc spetnione sa zaleznosci

&mnt+&=0
oraz
o‘ .
En = z &g = oAt
stad
o= aAtF

Po podstawieniu do powyzszego wzoru konkretnych wartosci otrzymamy na-
stepujace wartos$ci naprezen:
—w zimie

6=50-12-1072-2,1-10° = +126 MPa

—w lecie

o=-40-12-1073.2,1-10° = —100,8 MPa

Zadanie 2.22. Na rure miedziana o $rednicy zewnetrznej d = 20 cm i grubo-
$ci g,, = 3 mm natozono bez Iuzu i wcisku rurg stalowa o grubosci g =4 mm

(rys. 2.21). Obliczy¢ naprezenia w miedzi i stali oraz cisnienie, z jakim rura mie-
dziana dziata na rurg stalowa, jezeli uklad zostal podgrzany o Az = 100°C.
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Rozwiazanie. Wydhizenie wzgledne promienia rury miedzianej spowodo-
wane przyrostem temperatur jest zmniejszone dzialaniem obwodowych naprezen
sciskajacych wywotanych cisnieniem g, z jakim rura stalowa dziala na miedziana

Om
&Em = OpAt — —
m m Em
Wydluzenie wzgledne promienia rury stalowej jest spowodowane przyrostem tem-
peratury i dziataniem cisnienia g
Oyt

£y = QgL+ E_;

Odksztatcenia obwodowe i promieniowe obu rur sg rowne, przeto mozemy
napisac

Om Oyt
Al — — = O AL+ — a
m Em St + ES, ( )
W powyzszym rownaniu wystepuja dwie niewiadome: o,, i 0. Drugie rownanie
otrzymamy z warunkéw rownowagi polpierscienia o dtugosci jednostkowej, wy-
cietego z rury dwoma plaszczyznami prostopadiymi do ost rury (rys. 2.21)

Cst8st = Om8m )

Po podstawieniu do réwnania (a) zaleznoéci (b) i danych liczbowych, podanych
w tresci zadania i w tabl. 21.1, otrzymamy

-5 Om _5 1 3
* > — ey .1 .1 — —
L7107 100 1,1-10° 12-10 00+2,1-1056’"4
zatem
oy = 39,5 MPa
3
Gsr:O'mg_m:39,5'—:29,6l\/ﬂ)a
st 4
0
' Miedz
< V e

VAl
<« & i §§
LA st

Rys. 2.21. Do zadania 2.22 Rys. 2.22. Do zadania 2.23
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stad ci$nienie g jest rowne

_ 20mgm _ 2-395-3

y 100 = 0.6 MPa

Zadanie 2.23. Dwie blachy miedziane o grubosci b = 2 cm sa potaczone nitem
stalowym o érednicy d = 2 cm (rys. 2.22). Srednice tbow nita wynosza D = 3 cm.
Obliczy¢ naprezenia w nicie, gdy uktad zostanie podgrzany o Az = 100°C.

Rozwiazanie. Swobodne wydhuzenia termiczne stali i miedzi wynosza

Ars = O AL2b
Aem = Q AL2b

Z tablicy 21.1 odczytujemy wspotczynnik rozszerzalno$ci liniowej dla miedzi
o, =17-10731/1°C

Poniewaz swobodne wydtuzenie miedzi jest wicksze od swobodnego wydiuzenia
stalowego nita, przeto w nicie powstanie sita rozciagajaca R i na zasadzie akcji
i reakcji taka sama sita bedzie $ciskac blachy miedziane.

Dla uproszczenia przyjmuje sig, ze naprezenia Sciskajace w miedzi obejmuja
jedynie obszar walca o $rednicy D tba nita. Skrocenie mechaniczne miedzi wywo-
ane sita R wynosi wiec

R-2b
Ay =
. EmFm
a wydtuzenie mechaniczne stali
R-2b
I = EE

Wydtuzenie catkowite stali od przyrostu temperatury i od sity rozciagajacej R
As = Ass + Auns

musi by¢ roéwne wydtuzeniu catkowitemu miedzi, tj. wydtuzeniu od przyrostu tem-
peratury 1 skroceniu od sity Sciskajacej R

/’Lm = )Ltm - )vmm
zatem
A'ts + )-ms = }-tm - A'mm

Po podstawieniu otrzymamy

R-2b R-2b
2b+ —— =a,At-2b—
OAL bt T = EnFy
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Wykorzystujac dane liczbowe podane w tresci zadania i w tabl. 21.1, otrzymamy
R=13000N

Naprezenia w nicie stalowym i miedzi sa odpowiednio rowne

R R
= — =41.5MPa, m = — = 33,3
o5 R a, O, 7, 33,3 MPa

Zadanie 2.24. Wyznaczy¢ naprezenia, jakie powstana w precie pokazanym
narys. 2.7 przy zalozeniu, Ze sita P = 0, natomiast pret zostal podgrzany o At =
= 100°C.

ODPOWIEDZ:

PR R

R
R=3EaAt——F—. =—= =—=
o F 125 ol F 300 MPa, o 2 150 MPa

Zadanie 2.25. Obliczy¢, jakie naprezenia powstana w ukladzie przedstawio-
nym na rys. 2.11, jezeli sily P oraz Q sa rowne zeru, natomiast ukiad zostanie
podgrzany o At = 100°C. Dane dodatkowe: o, = 1.8- 1073 1/1°C, ay = 1,1-
1073 1/1°C.

ODPOWIEDZ:

o] =03 =28MPa, o, =-56 MPa

Zadanie 2.26. Obliczy¢, jakie naprezenia powstana w pretach uktadu pokaza-
nego narys. 2.11, jezeli rownoczesnie z dziataniem sity Q=5 kN isity P= 15 kN
prety zostana podgrzane o At = 150°C.

ODPOWIEDZ:

op=63MPa, oy=-64MPa, o3=101MPa

Zadanie 2.27. Pret o skokowo zmiennym przekroju zostal umieszczony mig-
dzy dwiema sztywnymi nieprzesuwnymi $cianami z luzem 6§ (rys. 2.23). Obliczy¢
naprezenia w precie, jezeli zostanie on obciazony osiowa silg P.

a) b)

R.
b s —— - ——— - P —— - 2 - e e

PERVERN PR 4]

Rys. 2.23. Do zadania 2.27

Rozwigzanie. Luz zostanie skasowany przy wartosci sity P = P;, wynika-
jacej z zaleznosci
_pl
"~ 2EF
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Stad

26EF
P==

Gdy sita P > P, luz zostanie zlikwidowany i reakcje pojawia si¢ w obu
$cianach (rys. 2.23b), przy czym P = R| + R,. Caltkowite odksztatcenie preta ob-
ciazonego sila P i reakcjami R) i Ry wynosi 6

3 Rl (Ri-P) _
Al = Al + AL = 2EF+ g =6
zatem
28EF 2 1 28EF
Ri=3=—+38 Re=3P-3—7~

Lewa cze$c¢ preta jest rozciagana naprezeniami o] = R /2F, za$ prawa jest
$ciskana naprezeniami 6, = R, /F.

Zadanie 2.28. Pret umieszczono miedzy sztywnymi, nieprzesuwnymi $cia-
nami, a nastgpnie ogrzano go o A¢°C (rys. 2.24). Obliczy¢ najwieksze naprezenia
w precie. Dane: [LE, F, o, 0.

a) b)
R 171
N i
N :
2EF
] 1 s
y
EF—| - &
i
ser| |
e
X \? AN
R Rys. 2.24. Do zadania 2.28

Rozwiazanie. Luz § zniknie przy wzroscie temperatury Ay, obliczonej
z zaleznosci

Aly=3laAy =6

Gdy At > Aty, w $cianach wystapia reakcje R. Na skutek wydtuzZenia termicz-
nego Al, i skrocenia mechanicznego wywotanego reakcjami Scian Al pret wy-
dhuzy sig 0 & (rys. 2.24b). Warunek odksztatcent ma postac
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Odksztalcenia wynosza
Al =3laAt

AL — RI +ﬂ+ Rl 11 RI
™7 2EF ' EF ' 3EF 6 EF

Zadanie 2.29. Obliczy¢ sity, jakie powstana w pretach po zmontowaniu uktadu
przedstawionego na rys. 2.25a. Pret / wykonano za krotki 1 szczelina wynosi 8.
Belka 4B jest sztywna i lekka.

a)

on

‘\m
2a
o

o
]
o
é
Lgh
70077
)
®
®
*
-

Q
Q

Rys. 2.25. Do zadania 2.29

Rozwigzanie. Po zmontowaniu uktadu przegub B zajmie poloZenie mig-
dzy punktami B i B, (rys. 2.25b), np. w punkcie B3. Z rysunku przemieszczen
(rys. 2.25b) wynika rownanie (dla x = CC,)

6 — AL _x
a  2a

Wykorzystujac zaleznosci: Al = xsina (z trojkata CC1 (), sino =2/ NG (z troj-
kata CBD —rys. 2.25a) oraz prawo Hooke’a, otrzymujemy warunek

5aS, = 46EF — 8aS)
Suma momentéw wzgledem punktu 4 daje réwnanie

Sia=S8;-2asina

e Akademia Gérniczo - Hutnicza
7 irn Stanizia.. o Siaszied
Si1= *1“6—52\/‘—“ , D2 = —@\—;—— Ir{:iJ\s’DZML Q\j;i{ggggwm
23+4+5v5 3245V5 MECHANICZNE }
A 2433 BIBLIOTEKA
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Zadania 2.30. Pret stalowy o zmiennej $rednicy d; = 2 cm, d = 3 cm utwier-
dzono w gérnym konicu w ten sposob, ze dolny koniec preta jest oddalony od nie-
odksztatcalnego podtoza o wielko$¢ e = 1 mm. Ciensza cze$¢ preta obejmuje luzny
pierscien, ktory opiera sig o czg$¢ grubsza w sposob podany na rys. 2.26. Obliczy¢
naprezenia w precie, jezeli pierScien dziala na pret sita P = 50 kN. Dhlugo$é preta
I =3 m, dtugos$¢ czesci cienszej a = 2 m.

I
NN

[ ds
s |l
- p
\ dz
T
1 N
Rz Rys. 2.26. Do zadania 2.30
ODPOWIEDZ:
R R,
o)=—=116 MPa, op,=-—==19MPa
'"F )

Zadanie 2.31. Wyznaczy¢ dopuszczalng wartos¢ sity P, jaka mozna obciazy¢
pret (uktad) podany na rys. 2.26, jezeli naprezenia dopuszczalne dla preta wynosza
kyr = 160 MPa, k. = 30 MPa.

ODPOWIEDZ:

P=97kN

Zadanie 2.32. Obliczy¢, jakie naprezenia (po wyrdwnaniu temperatur) po-
wstana w pretach uktadu pokazanego na rys. 2.27, jezeli pret srodkowy zostanie
podgrzany (np. palnikiem) w celu skasowania luzu e i przyspawany do nieodksztat-
calnej belki AB.

ODPOWIEDZ:

ek 2¢eE
G]:c73:—-—3—l-q C) = +——
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L 2,
3 3
Z l 2 A
1
1= e |‘EF L. e Lyl
I .- L= "
® |- |® @ N
! ' | = F2 - g
R st b
Al ] le ¥ K ’
T v
Rys. 2.27. Do zadania 2.32 Rys. 2.28. Do zadania 2.33

Zadanie 2.33. Obliczy¢, jakie naprezenia powstana w pretach ukltadu poda-
nego na rys. 2.28 (po wyréwnaniu temperatur), jezeli w celu skasowania luzu e
pret I podgrzejemy i przyspawamy do nieodksztatcalnej ptyty AB. Dane liczbowe:
e=2mm,/; =80 cm,lr=120cm, F} = F, =4 cm?, E; = E; =2,1-10° MPa.

ODPOWIEDZ:

oy =52,5MPa, o2 =105MPa

Zadanie 2.34. Obliczy¢ naprezenia w $rubie i w tulejce z zadania 2.16, jezeli
dokrecimy nakretke w celu skasowania luzu i ogrzejemy uktad o At (°C). Wspdt-
czynniki rozszerzalno$ci liniowej spelniaja zaleznos¢ a, > as.

ODPOWIEDZ.
_ (ay— o) ALEs _ (o — as) AtE,
ST EE TR R
F.E, K E

Zadanie 2.35. W ukladzie podanym na rys. 2.29 wyznaczy¢ naprezenia
w pretach 7 i 2 dla nastepujacych obciazen:

a) dziala tylko obciazenie ciagle ¢,

b) g = 0, pret / podgrzano o Az,

c)q=0, pret 1 jest krotszy o e i w celu skasowania luzu podgrzano go
i przyspawano do belki 4B. Belka AB jest lekka i nieodksztatcalna.

ODPOWIEDZ:

2) op=- 3gacos’ B o =+ 3qa
LT TOF(dtcos’B)’ 7 TF(4+cos3p)
b) 4antE - 2aAtEcosf
6| = ————5—. =
: (44cos? B) 2 (4+cos’ B)
__, 4eEcosp . 2eE cos? B
©) Gl_+l(4+cos3ﬁ)’ 2= T4t cos’B)
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N, @ - |
ERRRRNRRERY A 7

A B Q
a 7/%7 2a a / 2a

T

Rys. 2.29. Do zadania 2.35 Rys. 2.30. Do zadania 2.36

Zadanie 2.36. Belka AB podparta przegubowo w koncu B jest zawieszona
koncem 4 na dwoch jednakowych pretach jak na rys. 2.30. Majac dane: q, /, 8,
EF, wyznaczyc¢ sity w pretach dla nastepujacych obciazen:

a) dziata tylko sita O,

b) pret / podgrzano o At,

c) pret 2 jest krdtszy o e od preta / i dlatego przy montazu podgrzano go
w celu skasowania luzu e.

ODPOWIEDZ:

o
8 Si=5= 3cosf

by S;=0S5EFaAt, Si=-5

Q) S = —Z%EFcosB, S = %EFcosﬁ =5

Zadanie 2.37. Stosujac metode naprezen dopuszczalnych oraz metode no-
$nosci granicznej, wyznaczy¢ dopuszczalna warto$¢ sity O, jaka mozna obcia-
zy¢ uklad podany na rys. 2.31. Belka AB jest nieodksztalcalna; ciezaru wiasnego
nie uwzgledniaé. Dane liczbowe: granica plastycznosci pretow R, = 240 MPa,
F = 4 cm?, wspotczynnik bezpieczenstwan = 1,5.

AR NN

Rys. 2.31. Do zadania 2.37
Rozwiazanie. Ze statyki oraz z zaleznosci migdzy wydtuzeniami pretow
Ay = 21y wyznaczamy sity w pretach

30 30

Slzl—o-, Sz=251=—5—
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a) Metoda naprezen dopuszczalnych

R 240
k=—==""—=160MPa
n 1,5
Ay
02 = F <k
stad
5 5

0= §Fkr= 3 -400-160 = 107 kN

b) Metoda nosnosci granicznej. Zgodnie z ta metoda, gdy naprezenia w pre-
tach osiagna granice plastycznosci, sity w tych pretach beda rowne

81 =82 =FR,=400-240=96 kN
Z réwnania réwnowagi (3. My = 0) znajdujemy

0=2-96=192kN
Uwzgledniajac wspdtczynnik bezpieczenstwa, dopuszczalna warto$¢ sity O wy-

nosi

_Q_192
0=~ =35 = 128kN

b

Zadanie 2.38. Stosujac metode naprezen dopuszczalnych i nosnosci granicz-
nej, obliczy¢ maksymalna wartos¢ sity P, jaka mozna obciazy¢ pret przedstawiony
narys. 2.32. Dane: granica plastycznosci R,, wspdtczynnik bezpieczenstwa n.

ODPOWIEDZ

P =15FR,/n, P, =2FR./n

EF
Y
& R
<‘—,—74~——-———— A—-~r->P—~$=
7z
21 ol ! -
Rys. 2.32. Do zadania 2.38 Rys. 2.33. Do zadania 2.39
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Zadanie 2.39. Obliczy¢ dopuszczalna wartos¢ sity P, jaka mozna obciazy¢
uklad pretéw przedstawiony na rys. 2.33. Dane: a = 45°, F = 4 cm”, granica
plastycznosci R, = 240 MPa, wspotczynnik bezpieczenstwa n, = 1,6. Obliczenia
wykonaé za pomocg metody naprezen dopuszczalnych i nosnosci granicznej.

ODPOWIEDZ:

1. Metoda naprezer dopuszczalnych

P Pcos?a

S:————-—’ = —
'~ 15 2cos?a 2T 1 208 a

Pyop=102,5kN

2. Metoda nosnosci granicznej

FR.(1+2cosa)
Re

Piop= = 144,5kN



Analiza naprezen 1 odksztatcen

3

Wprowadzenie

W dwukierunkowym (ptaskim) stanie naprezenia w dowolnym przekroju okreslo-
nym katem o naprezenia normalne i styczne wyznaczamy ze WZOrow

Goq = G} oS> 0L + G2 Sin® a 3.1)

—

(o1 — o) sin2a (3.2)

Tag = 5
gdzie: o] 1 0, — naprezenia gldwne, o, 1 7, — naprezenia normalne i styczne
w przekroju a-b, ktérego normalna tworzy kat a z kierunkiem naprezen o
(rys. 3.1a).

Aby wyrazniej oznaczy¢ zwroty (przyjete za dodatnie) naprezed o, i 7, na
rys. 3.1b przedstawiono element prostopadtoscienny abcd, wyodrebniony (w my-
$li) z badanego ciata (blachy, powtoki).

Analize naprezen wygodnie jest przeprowadza¢ za pomoca kota Mohra
(rys. 3.1c). W przyjetej skali, w uktadzie wspotrzednych o-7, okreslamy potozenie

l
srodka C kota: OC = 3 (o1 + o2) i kreslimy okrag promieniem

1
CNy =CN, = E(GI —032)

Wspolrzedne punktu N, okreslonego promieniem CN tworzacym z osia o kat 2a,
wyznaczaja warto$ci naprezen oy, i 7, zgodnie ze wzorami (3.1) 1 (3.2).

Analize odksztalcen dla trojkierunkowego (przestrzennego) stanu naprezen
przeprowadzamy przy zastosowaniu wzordw, zwanych wuogdlnionym prawem
Hooke’a
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c) 62
T .
N
2 T
g Ny ¢ Ny [
% Rys. 3.1.
o1
g = l[6 v(os+ 03)]
1= E 1 2 3
1
&= glor - v(os+a1)] (33)
1

5= E[G} —v(o1+ 02)]

gdzie: oy, 03, 03 — naprezenia glowne, &1, &, & — odksztalcenia wzgledne odpo-
wiadajace kierunkom naprezen gtownych, £ — modut Younga, v — liczba (wspot-
czynnik) Poissona.

Zadanie 3.1. Obliczyé naprezenia wystepujace w przekroju, okreslonym
katem B = 30°, ptaskownika rozciaganego naprezeniami ¢ = 20 MPa. Zadanie
rozwiazaé metoda analityczna i wykreslna (koto Mohra).

Rozwiazanie. Polozenie przekroju jest okre§lone za pomoca kata o za-
wartego miedzy kierunkiem naprezen o a normalng do przekroju, odmierzanego
w kierunku trygonometrycznym (przeciwnym do ruchu wskazoéwek zegara). Z ry-
sunku 3.2a wynika, ze

a =90°+ 8 =90°+30° = 120°
1. Metoda analityczna.

0, = G cos® a = 20cos? 120° = 20(—sin30°)* = +5 MPa
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a) cl

4
d=+20MPa
!2«,
ol. m .
T g
1 1 \9Y' € N 4
d=+20MPa a t ‘
._r-_» - :‘
1 N
[

Rys. 3.2. Do zadania 3.1

Ty = %Usin2a = %-20sin240°= —5v3 ~ —8,66 MPa '
Zwroty naprezen przedstawiono na rys. 3.2b.

2. Metoda wykresina (koto Mohra). Rysujemy koto Mohra oparte na $rednicy
ON| = 0 = +20 MPa.

Kat érodkowy odmierzony w kierunku trygonometrycznym 2o = 240° wyzna-
cza na okregu punkt N, ktorego wspéirzednymi sa sktadowe naprezen w badanym
przekroju

- — 1 1
Cq =0C—-AC= 30 50¢c080 = 10— 10¢0s60° = +5 MPa

1
7y = —AN = - osing = ~10-0,866 = ~8,66 »gma
Kat ¢ jest kgtem ostrym trojkata ACN, przy czym ¢ = 2o — 180° = 60°.

Zadanie 3.2, Dla plyty przedstawionej na rys. 3.3a wyznaczy¢ naprezenia
w przekroju okre§lonym katem 8 = 60°. Zadanie rozwiaza¢ metoda analityczna
i wykreslna.

Rozwiazanie. Naprezenia wicksze, algebraiczne oznaczamy o1 =
= +50 MPa i kierujemy je poziomo (rys. 3.3b), a wigc napreZenie mniejsze o2 =
= +10 MPa. Kat « jest mierzony od kierunku naprezen wiekszych do normalnej
n przekroju i wynosi a = f§ = 60°.

1. Metoda analityczna. Korzystajac ze wzoréw (3.1) i (3.2), dla oy = 50 oraz
0, = 10 znajdujemy

Oy = 01 OS> A+ Oy sin a = 50 cos? 60° + 10sin? 60° = +20 MPa
1 1 .
Tq = 5(0'1 - o) sin2a = 5(50— 10)sin120° = +17 MPa
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a) b) d

n A
fso MPg ,,zj / 4
~ i
""ﬂl' i JII il W
| o
| — e o e K i
=60%10mMPa o [ Jo=e50MPa Lo 2a
|il‘l'. 1 ' l
0 N, A Tc N, o
0,= +{0MPq
gy
- 92 o

Rys. 3.3. Do zadania 3.2

2. Metoda wykresina. Kre§limy okrag Mohra oparty na Srednicy NN
(rys. 3.3d). Kat srodkowy 2 = 120° wyznacza punkt N o wspétrzednych oy i 7,.
Potozenie $rodka okregu jest wyznaczone odcinkiem OC

OC = %(Gl +oy) = %(50+10) =30MPa

promien okregu jest rowny

1
r= 5(01 —-;) = 5(50—10) =20MPa

a kat ostry ¢ trojkata ACN wynosi
@ =180° -2 = 60°
Naprezenie normalne i naprezenie styczne odpowiednio wynosza

6, = OC —AC = OC — rcos @ = 30 — 20cos 60° = +20 MPa
Tq = +AN = +rsing = +20sin60° = +17 MPa

Zwroty naprezen podano narys. 3.3c.

Zadanie 3.3. Dla ukladow przedstawionych na rys. 3.4a, b, ¢, d wyznaczy¢
naprezenia normalne i styczne w przekroju okre$lonym katem .

ODPOWIEDZ:
a) o=+380MPa, t=+47,5MPa
b) o=0, t = +34.6 MPa

¢) o=-388MPa, t=+212MPa
d) oc=-50,MPa, 7t=-346MPa
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a) 1 40 MPa b) ‘20 MPa ¢ lyo MPa d) ‘ 70 MPa

B=75° | 10 mpa S@ 60 MPa “&Nj 30 MPa @ 10 MPa
- et -y i — =22) O [ g —

\
| t t t

Rys. 3.4. Do zadania 3.3

Zadanie 3.4. Wyznaczy¢ naprezenia dzialajace na Sciankach elementu prosto-
padiosciennego abcd wycietego z plyty rozciaganej naprezeniami o; = 100 MPa
i 6~ = 20 MPa.

al b) c)
X
7
y 9,=20MPa oy B ox
X o b "
a
a 1! (
d a=225° g, ‘ilf‘ [ |I; Ty IN
g —r °«
a b} g, =100 HP TN | e AN
1. A 1= a 7, il WI k ¥ 2af )
] -
d c 0 -
v, T A N
‘ \ P A vl
9 oy |
K
[+

Rys. 3.5. Do zadania 3.4

Rozwiazanie. Przekroje a-b i c-d sa okre$lone katem « = 22.5°, za$ prze-
kroje b-c i a-d katem 90° + oo = 112,5°.

Konstrukcja kota Mohra jest pokazana na rys. 3.5¢. Potozenie $rodka kota
okresla odcinek OC

— 1 1
ocC = '2‘(61 + o) = 5(100‘4'20) = 60 MPa
Promien jest rowny
1 1
r= 5(0'1 - o) = 5(100_20) =40 MPa

Z trojkata BCK wynika, ze kat ¢ =20 = 45°.
Naprezenia na $ciankach a-b i ¢-d sa okre$lone wspdtrzednymi punktu N

6; = OC+AC = OC +rcos2a = 60 +40cos45° = +88 MPa

7, = +AN = +rsin2a = +40sin45° = +28 MPa
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a naprezenia na $ciankach b-¢ i a-d — wspotrzednymi punktu X
6, = OC — BC = OC — rcos ¢ = 60 — 40cos45° = +32 MPa
1, = —BK = —rsing = —405sin45° = ~28 MPa

Naprezenia na $ciankach elementu abed przedstawiono na rys. 3.5b.

Zadanie 3.5. Dane sa naprezenia gtowne w prostopadtosciennym elemencie
znajdujacym si¢ w plaskim stanie naprezenia:

a) o] =400MPa, o©,=-300MPa

b) o1 =500MPa, o =>500MPa

¢) o6;=1000MPa, o, =0
Wyznaczy¢ naprezenia dziatajace w przekroju, ktérego normalna jest nachylona
do osi / pod katem o = 30°, stosujac najpierw metode analityczna, a nastepnie
wykreélna (koto Mohra).

ODPOWIEDZ:
a) 0Oy =225MPa, 1, =303 MPa

b) 04 =500MPa, 1,=0
¢) 0q=750MPa, 1,=432MPa

Zadanie 3.6. Na sciankach elementu prostopadto$ciennego (rys. 3.6) dziataja

naprezenia rozciagajace oy = 60 MPa i o, = 30 MPa oraz naprezenia tnace 7 =
= 30 MPa. Obliczy¢ wartosci naprezen glownych oraz wyznaczyé ich kierunki.

)

a) y
d,=30 MPa A
ey 6‘
i {116, = 60 MPa N
I'r'“ M‘ 0,60 ]
LT x
x W Fiel=30mPa P . &
“’y

Rys. 3.6. Do zadania 3.6

Rozwiazanie. Rysujemy kolo Mohra oparte na srednicy NK, przy czym
wspotrzedne punktu N wynosza oy oraz 7, = +7, a punktu K odpowiednio oy, oraz
1, = — 1. Wspolrzedna $rodka kofa jest rowna
1
2

—— 1
OC=z(ox+0,) =

5 (60+30) = 45 MPa
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promieni kota (z trdjkata CAN)

2 2
r= \/r;+<f——2—"¥) - \/302+(6°;30> =33,5MPa

Naprezenia glowne wynosza

61 =O0C+r=45+33,5=78,5MPa
6,=0C—r=45-335=11,5MPa

Kat migdzy osia x a osia wigkszych naprezen gléwnych (z trojkata CAN) obli-
czamy ze Wzoru

2t,  2:30
ox—o, 60-30

tg2a = 2, stad 20=63°26' i o =313

Kat a odktadamy, tak jak na rys. 3.6b, w kierunku zgodnym z ruchem wskazo-
wek zegara (o = —31°43"). Kierunki i zwroty naprezen gtéwnych sa pokazane na
rys. 3.6¢.

Zadanie 3.7. Dla uktadéw przedstawionych na rys. 3.7 a, b, ¢, d obliczyé
wartosci naprezen gléwnych oraz okresli¢ ich kierunki.

a) 6,=60 MPa b) 1 6,=20 MPa
oy =90 MPa. <+ 1-6: =10 MPa
‘* -IT:|=17,3 MPa |T|=5MPa

¢) 'sy=20 MPq a) | 6y=—20MPa

Gy =—20MPa
l 1|1 |=10 MPa —1» {-—:
|T1=20 MPa
; I Rys. 3.7. Do zadania 3.7

ODPOWIEDZ:

a) o =+100MPa, o3 =+60MPa, o=-30°

b) o) =+262MPa, o, =+3.8MPa, o=+58°15

¢c) oy =+24,1MPa, oy=-4,1MPa, o =+675°

d) o0,=0, oy =—-40MPa, oa=-45°

Uktady naprezen gtéwnych odpowiadajace obliczonym wartosciom przedsta-
wiono narys. 3.8.
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—+60MPy 64=+26,2 MPa
S/\\Q ‘7/\ \4 875"
S S
Gy=+100 MPa G2=+3,8 MPa

1

+241MPa
\7/\ 5750 /\<62=—40 MPa
X
3\ 45°
——4 1MPa 0 Rys. 3.8. Do zadania 3.7

o= (odpowieds)

Zadanie 3.8. Arkusz blachy stalowej o wymiarach poczatkowych: grubo$é
g =20 mm, szerokos¢ a = 1 m, dlugos¢ / = 2 m jest rozciagany w kierunku roéwno-
legtym do dluzszych bokéw naprezeniami o7 = 200 MPa, za$ w kierunku rowno-
legtym do krétszych bokéw oy = 100 MPa. Obliczy¢ wymiary arkusza poddanego
dziataniu naprezen o i 0. Modut Younga £ = 2 - 103 MPa, za$ liczba (wspdtczyn-
nik) Poissona v = 0,3.

Rozwiazanie. Odksztalcenia wzgledne w kierunkach gléwnych, zgodnie
ze wzorami (3.3), dla 03 = 0 wynosza
——(200-0,3-100) = 85-1073

& = (01 - VO'z)

1
2.10°
(100 —-0,3-200) = 20-10~3

& = (62 - VG3) =

h'Jl*-' h‘ll»—-‘

1
2-10°

1 -5
77105 -0,3(200+100) = —-45-10
Wymiary arkusza blachy (po obciazeniu) sa réwne

6= — V(o) +02) =
3=-gviloito)=-

[ =2000(1+¢& ) =2001,7 mm
a=1000(1 + &) = 1000,2 mm
g=20(1+¢&) = 19,99 mm

Zadanie 3.9. Szescian aluminiowy o boku @ = 50 mm wloZono bez luzu i wei-
sku do dopasowanego otworu w nieodksztatcalnym bloku i poprzez nieodksztal-
calna plytke obciazono sita P = 300 kN (rys. 3.9). Obliczy¢ naciski wywierane na
kostke przez $cianki boczne oraz obnizenie 4 plytki. Liczba (wspotczynnik) Pois-
sona v = 0,34, modut Younga E = 0,7-10° MPa.
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Rozwiazanie Kostka nie moze sie rozszerzyc w kierunku os1 x 1 0s1 y,
a wigc & = &, = 0 Jezeli gorna powierzchma kostki obmizy sie o wielkosc 4, to
odksztalceme wzgledne (skrocenie) kostki w kierunku osi z wyniesie g, = —h/a
Naciski na kostke w kierunku ost z wynosza o, = —P/a?, a w kierunku os1 x 1 y sa
nieznane oy = —gy, Oy = —{qy

Stosujac prawo Hooke’a dla trojkierunkowego stanu naprezen, mamy

_ % V__ﬂ__v_P/azzo

“=F VE E
N T S /i
=7 VT Vg =0
*P/a2 —qx =y h
“="f VE VE " a
Z rownan tych otrzymujemy

v P 034 300 10°

—_ j— - = — 2
G==T, 2T T 034 s~ oL8N/mm

T*_h
|
+ 10
1
\
\

X
\\f
N

s
Lo
\ILN

A

AN
- NN
N

NN

=5

—
—
-

gl

N

y
% 41,%

Rys. 3.9. Do zadania 3.9 Rys. 3.10. Do zadama 3.10
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h

P <1 2v2 ) 300-10° ( 2.0,342

_r - - — 0,056
aE 1-v) ~350-0,7-10° 1—(L34) OO0 T

Zadanie 3.10. Kostke szescienna o boku ¢ = 100 mm wykonana ze stali wio-
zono do nieodksztatcalnego otworu o takim samym wymiarze w kierunku osi y,
a w kierunku osi x z luzem & = 0,1 mm (rys. 3.10). Obliczy¢ site P, przy ktorej
szczelina 8 zniknie.

Rozwiazanie. Odksztalcenia wzgledne w kierunkach odpowiednich osi
wynosza & = 8/a, & = 0, & = —Ah/a, na napre¢zenia: o, =0, 0, = —¢, 0; =
= —P/a’. Z uogdlnionego prawa Hooke’a znajdujemy

P= _Oak =538 kN

v(l+v)

Zadanie 3.11. Walec miedziany o §rednicy d i wysokosci & wlozono w do-
pasowany (bez luzu i wcisku) otwor wykonany w bloku stalowym (rys. 3.11).
Obliczy¢ naciski na walec oraz zmiang wysokosci walca po podgrzaniu go o At
(am > a).

Rozwiazanie. Uogblnione prawo Hooke’a, z uwzglednieniem odksztatcen
cieplnych, ma postac

_ % _ % _ %
sx_aAH-E VE VE
_ % _ % _ O
sy—aAt+E VE 7
oy Ox oy
=aAl+——-Vv——Vv—=
o TEVETVE

W omawianym przypadku odksztatcenia i naprezenia w kierunkach osi x i y
(w kierunku promieniowym) sa rowne, a wiec dwa pierwsze rOwnania sa iden-
tyczne. Srednica otworu w bloku stalowym zwigkszy sie 0 Ad = daAt (pomi-
jamy odksztalcenia bloku spowodowane naciskami miedzianego walca), a wiec
& = &, = QxAt. Poniewaz g, = Ah/h, oy = 0, = —q oraz o, = 0, stosujac prawo
Hooke’a, znajdujemy

_ _ Ah _
anZ:a,,,At-l-fq—v—Eg, I:amAt—Zv?q
Stad otrzymujemy
E{a, - 2 -
= (Om aS)At‘ Ah = hAt |yt v{am— as)
1—v 1-v
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Rys. 3.11. Do zadania 3.11 Rys. 3.12. Do zadania 3.12

Zadanie 3.12. Kostke sze$cienna (rys. 3.12) o boku a wlozono do nieodksztat-
calnego otworu z luzem 6; w kierunku osi x i 8 w kierunku osi y (8; > &,). Obli-
czy¢, przy jakiej sile sciskajacej P obie szczeliny znikna.

ODPOWIEDZ:
ak(6y +voy)
P=—
v(l+v)

Zadanie 3.13. Szescian o boku ¢ wykonany z materiatu o0 module Younga E
i liczbie Poissona v wstawiono bez luzu do nieodksztatcalnego rowka i gorna jego
powierzchnig obciazono cisnieniem p. Obliczy¢ obnizenie A/ tej powierzchni oraz
zwigkszenie & odlegtosci miedzy swobodnymi $cianami kostki.

Rozwiazanie. Naprezenia i odksztalcenia w kierunkach osi wynosza

14 h
& =20, sy:E~ sz:—a
Ox = —4, O'y:(), O, = —p

Po podstawieniu powyzszych wartosci do wzoréw Hooke’a i rozwiazaniu
ukladu réwnan otrzymujemy

pa 2
P = —_— 1 f—
g=vp, Ah z (1—-v%)

5:3}?—“(1+v)
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z[ p
[ I11111)

Ath

Rys. 3.13. Do zadania 3.13

Zadanie 3.14. Obliczy¢ wzgledna zmiane objetosci kostki oméwionej w za-
daniu 3.13.
ODPOWIEDZ:

AV p
7— —E(1+V)(l~2V)

Zadanie 3.15. Walec o $rednicy d wstawiono w nieodksztatcalny otwor z lu-
zem &, jak podano narys. 3.14. Obliczy¢, przy jakim ci$nieniu p luz zniknie.

p
T

MI"

i

¢d |18 Rys. 3.14. Do zadania 3.15

ODPOWIEDZ:
_ES
P=%d
Zadanie 3.16. Walec o $rednicy d i wysokosci & wlozono w dopasowany
otwor i za pomoca ttoka obciazono osiowo cisnieniem p. Obliczy¢ naciski na wa-
lec oraz obnizenie ttoka.
ODPOWIEDZ.

\% ph 2v?
Preed =11
9=1p A E(+1—v)
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Zadanie 3.17. Obliczy¢, przy jakiej wartosci sity P zniknie mniejsza szczelina
0, miedzy kostka a otworem (rys. 3.12).

ODPOWIEDZ:
af
P= &
A%

Zadanie 3.18. Szescienna kostke miedziana o krawedzi a = 4 cm wtozono do
szczelnie dopasowanego nieodksztatcalnego rowka i obciazono sita Q = 200 kN.
Obliczy¢, jakie cisnienie wywiera kostka na powierzchnie boczne rowka. Liczbe
Poissona dla miedzi przyja¢ v = 0,33.

Rozwiazanie. Z zalozZenia kostka nie moze sig¢ rozszerzy¢ w kierunku osi
v (& = 0), a swobod¢ wydluzen ma jedynie w kierunku osi prostopadtej do ptasz-
czyzny yz. Ci$nienie, jakie kostka wywiera na §ciany rowka, jest rowne naprezeniu
oy, z jakim $ciany cisna na kostke, przeto

O, O;
&=3 Vg =0
Q200000
0=~ = s = —125MPa

oy =vo, =—0,33-125=—-41,3MPa

SN | *¢d/
4 i
T

13 bouo |
N Yy #do
a P
Rys. 3.15. Do zadania 3.18 Rys. 3.16. Do zadania 3.19

Zadanie 3.19. Walec miedziany (v = 0,35) o $rednicy d = 4 cm wlozono
do otworu o $rednicy wewnetrznej dy = 4,001 cm w nieodksztatcalnym korpusie,
a nastepnie poddano dziataniu sity $ciskajacej P = 300 kN (rys. 3.16). Obliczy¢
cisnienie p, jakie wywiera walec na ciany otworu, jesli dla miedzi E = 1 - 10° MPa.

ODPOWIEDZ:

p =91 MPa



Scinanie

4

Wprowadzenie

W przypadku pracy na $cinanie elementéw wspotpracujacych w potaczeniach kli-
nowych, srubowych, nitowych, spawanych itp. przyjmuje si¢ zalozZenie upraszcza-
jace, a mianowicie, ze rozklad naprezen stycznych (tnacych) jest rOwnomierny na
calej powierzchni $cinanej

=— <k 4.1
T F X M ( )
gdzie: T - sila tnaca dziatajaca w danym przekroju, k; — naprezenie dopuszczalne
na $cinanie (k, = 0,5+ 0,7k,).
W rzeczywistosci rozklad naprezen stycznych nie jest rownomierny. Bardziej
$cisty rozktad naprezen T ujmuje wzor Zurawskiego (9.6).

Zadanie 4.1. Dobra¢ wymiary elementu przedstawionego na rys. 4.1a, jezeli
sifa P = 80 kN, a naprezenia dopuszczalne wynosza k. = 120 MPa, &, = 80 MPa
i ky = 200 MPa (naprezenie dopuszczalne na docisk).

a) b) cl
e h
h /// powerzchnia powierzchnia
scinana £, docisku £y ’
'y 77 3

I~
~

¢D
1

. : p
S —— z_.
> N
\i 7
h % sztywna $ciana
. A

Rys. 4.1. Do zadania 4.1

N
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Rozwiazanie. Przekrdj /-1 preta pracuje na rozciaganie

G P _aP
'"R T r "

wiec

4P 4-80000
d> 4/ — =4/ ———— = mm
“Vak —V 120 2.1

Przyjmujemy $rednice d = 30 mm. Jezeli sita P bedzie zbyt duza, to element ule-
gnie zniszczeniu polegajacemu na tym, ze pret przedstawiony na rys. 4.1b przesu-
nie si¢ w prawo, a przekrdj 2-2 zostanie Sciety. Poniewaz pole powierzchni $cinanej
jestrowne F> = ndh, wiec naprezenia (styczne) wynosza

n=L_2 <4
TR mdn Y
skad
P 80000
B> = S0 106
Zdk  m.30.80 oomm

W miejscach docisku poszczegolnych elementow konstrukcji nie moga powstawaé
odksztatcenia trwate; naprezenia docisku nie moga przekracza¢ wartosci naprezen
dopuszczalnych na docisk (oznaczanych k).

Powierzchnia F3 (rys. 4.1c¢) jest dociskana do $ciany sila P. Pole powierzchni

wynosi

1
F=—_n(D*—d?)

4
Naprezenia docisku
P 4P
O3 =z = kq

T S
B n(D?-d?) ~
stad

4
D},/—ﬁ+d2:37,5mm
TIkd

Zadanie 4.2. Obliczy¢ minimalna wartos¢ nacisku prasy, na ktorej beda wy-
krawane elementy z blachy St3 o dtugosci linii brzegowej / = 20 cm i o grubosci
g =12 mm.

Rozwiazanie. Blacha St3 ma wytrzymato$¢ na rozciaganie R, = 376+
+450 MPa. Wytrzymato$¢ na $cinanie R, = 0.58R,, = 0.58 - 450 = 260 MPa. Wy-
magana sifa nacisku prasy wynosi

P=IgR;,=200-12-260= 620000 N = 620 kN
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Zadanie 4.3. Obliczy¢, jaka najwigksza sila P mozna obciazyc potaczenie
sworzniowe pokazane na rys. 4.2a. Naprezenia dopuszczalne dla sworznia i pta-
skownikow wynosza &, = 120 MPa, k; = 80 MPa, k; = 200 MPa.

a) \ c)

~ . powierzchnia
3 scinana

2| Z=
3
P — e) 055
-~ ; ] 5 gd"
R _ .
T3 T=P d . [~
21

Rys. 4.2. Do zadania 4.3

Rozwiazanie. Najwigksza warto$¢ sily P obliczymy z warunku, aby
w zadnym przekroju polaczenia naprezenia nie przekraczaty warto$ci dopuszczal-
nych. Tak wiec w przekrojach /-/ sworzen pracuje na $cinanie. Poniewaz jedno-
cze$nie $cinane sa dwa przekroje, wigc pole cinane jest rowne

1
E:Z-Zn-loz

Naprezenia styczne wynosza

4p

T 2102 Sk

7]
skad dopuszczalna warto$c¢ sity P jest rowna

< 2n-10% -k _ 2n-100-80 12560 N
4 4
Powierzchnia A sworznia (rys. 4.2b, ¢) jest dociskana do ptaskownika silg P. Roz-
ktad naciskéw jest nierdwnomierny, a jego charakter przedstawia rys. 4.2d. Dla
uproszczenia przyjmuje si¢ rownomierny rozktad naciskow na rzut powierzchni
A (czyli na srednice sworznia, rys. 4.2e). Naprezenia dociskowe musza speiniaé
warunek

P
4= 10.10 S
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stad
P<10-10-200=20000N

Naciski o4 dziatajace na §rodkowa czgs¢ sworznia (rys. 4.2f) sa wieksze niz op,
poniewaz sila P jest przenoszona przez mniejsza powierzchnie; zatem naciskéw
op mozna nie sprawdzac.
Naprezenia rozciagajace w przekroju 2-2 ptaskownika wynosza
P

=— <k
2= 30-10)-10 °

stad
P<(30-10)-10-120=24000N

Otwor na sworzen nie moze by¢ wykonany zbyt blisko konca ptaskownika,
gdyz nastapi $ciecie ptaskownika jednoczesnie w dwoch przekrojach 3-3 i czgsé
plaskownika, przedstawiona na rys.4.2¢, wysunie si¢ Wraz ze sworzniem w prawo.

Naprezenia styczne w przekroju 3-3 wynosza

P
- <
2-15-10\k’

73
a wiec
P<2:15-10-80=24000N

O wartosci dopuszczalnej sity P, jaka moze przenosi¢ potaczenie, decyduje
najstabszy przekrdj, a wigc $cinanie sworznia. Najwieksza (dopuszczalna) sita wy-
nosi wigc P = 12560 N.

Zadanie 4.4. Jaka sile P moze bezpiecznie przenosi¢ polaczenie przedsta-

wione na rys. 4.3, jezeli k, = 120 MPa, za$ k, = 70 MPa. Wymiary potaczenia
sa podane w centymetrach.

W
L

a=6 b=5

T P
[ Rys. 4.3. Do zadania 4.4
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ODPOWIEDZ:
Bae = 168 kN

Zadanie 4.5. Dobra¢ wymiary b, & i e dla ukladu podanego na rys. 4.3, by
potaczenie to mogto przenosic site P = 300 kN, jezeli k. = 150 MPa, &, = 100 MPa,
wymiar ¢ = 2 cm, zad a = 5 cm.

ODPOWIEDZ:

b=6cm. h=75cm, e=3cm

Zadanie 4.6. Obliczy¢ dopuszczalna wartos¢ sity P, jaka mozna obciazyé zta-
cze podane na rys. 4.4. Naprezenia dopuszczalne wynosza: k. = 120 MPa, &, =
=90 MPa, k; = 190 MPa.

Sy
PN 5
T
| -
e % Z)N 14
‘ |
1%
A (®
Il
]
slel g\ e
<
Rys. 4.4. Do zadania 4.6
ODPOWIEDZ:

P < nd? k, =28300N

Zadanie 4.7. Obliczy¢ wymiary ztacza dwoch belek drewnianych o przekroju
kwadratowym (rys. 4.5) przeznaczonych do pracy pod obciazeniem P = 40 kN,
jezeli k, = 10 MPa, k; = 8§ MPa, za$ k; = 1 MPa.

c c

P E s N - ﬁ P
< =N Rys. 4.5. Do zadania 4.7

ODPOWIEDZ:
a=114cm, b=44cm, c=351cm

Zadanie 4.8. Obliczy¢ najwiecksza warto$¢ sily P, jaka mozna obciazy¢
ptaskownik, oraz konieczna dtugo$¢ spoin (rys. 4.6), jezeli naprezenia dopusz-
czalne wynosza k, = 150 MPa i £, = 90 MPa.
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C
P
e
E
[ did
. ——— e -
|
(Ké T o g 1
TCCTERTTTCTC o J powierzchnia
g 4 dcinana
N

Rys. 4.6. Do zadania 4.8

Rozwiazanie. Spoiny powinny by¢ tak zaprojektowane, aby mogty prze-
nosi¢ najwigksza site, jaka mozna obciazy¢ ptaskownik. Sita ta wynika z warunku

P < bgk, =50-10-150="75000 N

Jezeli dlugos$¢ ! spoin bedzie za mata, to potaczenie ulegnie zniszczeniu —
ptaskownik przesunie si¢ na prawo, a obie spoiny ulegna jednoczesnemu Scieciu
wzdtuz najmniejszej mozliwej powierzchni $cinanej, oznaczonej /-1 na rys. 4.6a
oraz ¢ (dwie spoiny, kazdy przekrdj o dlugosci / i szerokosci a réwnej grubosci
spoiny: a = gcos45° = 0,7g). Naprezenie styczne w spoinie wynosi wiec

P P P

N F T 24 2079 N

stad konieczna dtugo$¢ spoin
IS P 75000
“ l4glk ~ 1,4-10-90

Spoiny wykonuje sie dtuzsze 0 2g ze wzgledu na zmniejszenie grubosci na koncach
spoini gorsza w tym obszarze jako$¢ spawu; ostatecznie mozna przyjac / = 80 mm.

= 59,5 mm

Zadanie 4.9. Pret stalowy o $rednicy d = 60 mm potaczono spoina z plyta
(rys. 4.7). Wyznaczy¢ wymagana grubosc a spoiny, jezeli dla preta k. = 160 MPa,
za$ dla spoiny k, = 120 MPa.

Rozwiazanie. W polaczeniach tego typu przyjmuje sie, ze skoro pret moze
przenosic¢ site rozciagajaca

2 2
=T =T 160 (mm?- =) = 450000N
4 4 mm?

to réwniez i spoina powinna bezpiecznie przenosié¢ taka wtasnie site (uktad o row-
nej wytrzymatosci), zatem

P 450000

> —:'—‘————‘:2
@ ok T m60.120 - Zomm
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<P———Q—~—- —_— =2 P
e
P ! \p7
Rys. 4.7. Do zadania 4.9 Rys. 4.8. Do zadania 4.10

Zadanie 4.10. Obliczy¢ wymagane wymiary b, 4 oraz / polaczenia spawa-
nego, przedstawionego na rys. 4.8. Dane: P = 60 kN, k. = 120 MPa, k, = 70 MPa,
gruboéé blach g = 10 mm, wysoko$¢ spoin g = 7 mm.

ODPO‘\;VIEDZ: P P
h>—=150 b> = > — =
> o mm, b2 20k, 25mm, [2 Wik 31 mm

Zadanie 4.11. Obliczy¢ wymagana dtugo$c¢ /; i I, spoin, o grubo$ci a = 5 mm,
Taczacych z plyta stalowa katownik obciazony sita P = 100 kN (rys. 4.9a). Napre-
zenia dopuszczalne na $cinanie k; = 80 MPa.

a) b)
4 L 100x100x8 T
CLCCLLCeec( . ‘—1
| A os preta o
| a ﬂ Py S ‘ P
i ’ i } l ) T @ @ | — | 3 .
\ ] T T T CTeeeTT X é?-
l - 2 2
!

Rys. 4.9. Do zadania 4.11

Rozwiazanie. W pewnej odleglosci od punktu przylozenia sity P rozklad
naprezen w katowniku jest, zgodnie z zasada de Saint Venanta, réwnomierny, stad
naprezenie rozciagajace jest stale w catym przekroju preta. Wypadkowa tych na-
prezen rowna sile P przechodzi wiec przez srodki cigzkosci przekrojow poprzecz-
nych katownika. Aby obie spoiny byly obciazone réwnomiernie i pracowaty przy
jednakowych naprezeniach stycznych ¢ = &, sity 77 i T przenoszone przez spoiny
musza spelnia¢ warunki réwnowagi (rys. 4.9b)

T+, =P oraz Ti(b—e)=Te
przy czym
Ty = liak, oraz T = hak

Z powyzszych warunkow znajdujemy /; = 70 mm, /, = 181 mm.



Skrecanie watow okragtych.
Sprezyny srubowe

R

Wprowadzenie

Warunek wytrzymatosciowy przy skrecaniu watdw o przekroju poprzecznym ko-
fowym lub pierscieniowym ma postaé

M;
Tmax = ‘% < ks GRY)

za$ kat skrecenia watu

Ml

*=Gh < Qdop (5.2)

Oznaczenia w powyzszych wzorach:

M; —moment skrecajacy,

Wy — wskaznik wytrzymatos$ci na skrecanie (tabl. 21.2),

Jo = moment bezwladnosci biegunowy (przy skrecaniu, tabl. 21.2),

ks —naprezenie dopuszczalne na skrecanie (ks ~ k; = 0,5+0,7%,),

®4op — dopuszczalny kat skrecenia (przyjmuje sig np. @z, = 0,005 rad/m).

Naprezenia w sprezynach srubowych, wykonanych z drutu o $rednicy d, roz-
ciaganych (lub $ciskanych) sita P okreslone sa wzorem

Tmax = 3 N (5.3)
za$ wydluzenie sprezyny
8PD’n
=27 4
A i (5.4)

gdzie: D — $rednia $rednica sprezyny, n — liczba czynnych zwojow sprezyny.

Zadanie 5.1. Silnik elektryczny o mocy N = 80 kW i obrotach » = 750 obr/min
napedza dwie maszyny, z ktorych jedna pobiera 70%, a druga 30% mocy silnika

63



(rys. 5.1). Obliczy¢ minimalne $rednice walow napedzajacych obie maszyny, jezeli
naprezenia dopuszczalne wynosza k; = 80 MPa.

$d; @do

10,3/«
Rys. 5.1. Do zadania 5.1

Rozwiazanie. Moment skrecajacy w wale / wynosi

OINKW _ o o0 07-80 __ o

M =9550 ——— =
! n obr/min 750

aw wale 2
0.3-80
M, = 9550-W =306 N-m
Naprezenia w wale / wynosza
M 16M,
71 W() ﬂ:d[} X As

skad

. .103
i > 5/ 16M; :</16 713-10 358 mm
Ttk - 80

analogicznie

16M; /16-306-10°
>0 = = mm
b > \V Tk, 7-80 26,9

Zadanie 5.2. Dla watu przedstawionego na rys. 5.2a wykona¢ wykres momen-
tow skrecajacych oraz obliczyé najwigksze naprezenia i catkowity kat skrecenia
walu.

Rozwiazanie. Moment reakcji $ciany wynika z rownania statyki

2M+M—-4M+M, =0

skad M, = +M.
Moment skrecajacy w przedziale 7 (0 < x1 < /) wynosi

M =2M
w przedziale 2 (I < xp < 20)

Mg =2M+M=3M
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Rys. 5.2. Do zadania 5.2
a w przedziale 3 (21 < x3 < 3/)
Mg =2M+M—-4M = -M

Odcinki watu odpowiadajace wspOlrzednym x1, Xz, X3 pokazano na rys. 5.2b,¢,d,
za$§ wykres momentow skrecajacych —narys. 5.2e. Najwigkszy moment skrecajacy
Wynosi Msmax = Myo = 3M, a najwieksze naprezenie styczne

L Mo M 48M
"Xy T ond3/16 0 md® T

Catkowity kat skrecenia jest suma katow skrecenia kolejnych odcinkéw watu

ooty ML ML ML M1 M1 128M1
Q=P Rt B= T e T Gh | Gh | Grd*/32 nGd®

Znak dodatni éwiadczy o tym, ze lewy koniec preta obréci sig w kierunku zgodnym
z momentem 2M.

Zadanie 5.3. Obliczy¢ najyvi@kszq warto$¢ momentu M, jakim mozna obcia-
zy¢ wal pokazany na rys. 5.3a. Srednica watu d = 40 mm, naprezenia dopuszczalne
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na skrecanie k; = 70 MPa, dlugo$¢ a = 300 mm, modut odksztalcenia postacio-
wego G = 8,5 10% MPa. Obliczy¢ takze calkowity kat skrecenia watu oraz kat,

o jaki obroci sie przekroj 4-4.

a)

o
2 Mg |2 A! s it M
; : 3
et
4 n 2 s h \t
- L N PR - B 2a
bl Mk g K E
ZM{ &2 i 3M

x  Rys.5.3. Do zadania 5.3

Rozwiazanie. Najwieksze naprezenia wystapia w prawej czgsci watu

M
Tmax = T1 = Tt_d—m < ks

stad
nd3k, n -403.70
48 48
przyjmujemy Mg =290 N-m.
Catkowity kat skrecenia watu wynosi
o+ Oyt O3 = 3M-2a n 3Ma . 2Ma . +?.()ZMa B
Q= Ot QT B =i T Gr(2dy4/32 T Gr(2d)*/32 T | Grd®

=293N-m

M<

202-290-10°-300
= =+4257-10"*rad =1,48° = 89’
85.10% - 40% rad=148"=8
Przekréj A-A jest potaczony ze $ciana odcinkami 2 i 3 walu; suma odksztatcen tych
odcinkéw jest réwna katowi obrotu przekroju 4-4

10Ma  10-290-10%-300
= = = = .1 -4 =
04= @3t @ =t G =g gt agr C Tin 107 md

=0,073°=4.4
Znak dodatni $wiadczy o obrocie przekroju 4-4 w kierunku dziatania momentu
3M.

Zadanie 5.4. Na wale stalowym o stalej §rednicy osadzono trzy kota, ozna-
czone jak na rys. 5.4. Poprzez kolo 2 wal jest napedzany silnikiem o mocy
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N = 6 kW. Koto I przekazuje moc N; = 4 kW, a kolo 3 — reszte mocy. Wyko-
naé¢ wykres momentow skrecajacych, obliczy¢ Srednice watu oraz kat skrecenia
kota 7 wzgledem kota 2. Dane: [; = 2 m, k; = 40 MPa, n = 120 obr/min.
ODPOWIEDZ:
My =318N-m, Mp=159N.m, d=35mm, ¢ ;=535-10"2rad
(~3,07°)

, 1, & M
L - g% . - LT 5
— 1
1 2 3 X W A4
‘ Uy ‘ lp Ms KM
Rys. 5.4. Do zadania 5.4 Rys. 5.5. Do zadania 5.5

Zadanie 5.5. Obliczy¢ $rednice d watu oraz érednice D tulei i wysokos¢ a
spoiny polaczenia (rys. 5.5) przenoszacego moment skrecajacy M; = 9000 N -m,
jezeli dla wszystkich tych elementéw naprezenia dopuszczalne na $cinanie i skre-
canie wynosza k; = 60 MPa.

Rozwiazanie. Srednice watu obliczamy ze wzoru

/16 16-9000 - IOOONmm__915mm ~ 92 mm
7-60 mm

$rednice zewnetrzna D tulei znajdujemy ze wzoru

n(D*-d*) _ M, _ 9000-1000 N-mm

60 Sk~ €0 NJmm2 = 150000 mm® = 150 cm?

Wo =
stad dla d = 9,2 cm otrzymujemy rownanie
D*-764D~7164=0

Metoda préb znajdujemy D = 11,2 cm.
Grubo$¢ spoiny znajdujemy z warunku

d
Ttdaksi > M,

stad

2M;  2-9000-1000 N-mm
7 rd?k, ~  ®-922.60 mm?-N/mm?

=11,3mm

Aby mozna bylo wykona¢ spoiny o grubosci a = 11,3 mm, $rednica D tulei
musi byé rowna d+2av/2 = 92+2-11,3v/2 = 124 mm.
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Zadanie 5.6. Obliczy¢ najwigksza warto§¢ momentu M, jakim mozna obcia-
zyé wal przedstawiony na rys. 5.6, oraz catkowity kat skrecenia watu. Dane: d, /,

G, k.
ODPOWIEDZ:
1 182M1
M= —nd’k,. =
gré s YT 5G4
M, M,
k)
~N 1
<1y E
N
l { { .
Rys. 5.6. Do zadania 5.6 Rys. 5.7. Do zadania 5.7

Zadanie 5.7. Na wale stalowym o stalej $rednicy zostaly osadzone trzy kota,
z ktorych jedno (oznaczone na rys. 5.7 numerem /) jest napedzane momentem
M\ = 200 N -m, za$ pozostate przenosza go (np. za pomocg paséw) na obrabiarki.
Kolo 2 przenosi moment M; = 80 N - m, za$ koto 3 moment M3z = M| — M, =

Obliczy¢ $rednice watu oraz kat skrecenia jednego konca watu wzgledem dru-
giego, jezeli: a = 3 m, b = 2 m, modut sprezystosci postaciowej G = 8,5 - 10* MPa,
a k; = 30 MPa.

ODPOWIEDZ:

d=70mm, ¢ =¢;+¢@ =0,0120+0,0299 =0,0419rad = 2,40°

Zadanie 5.8. Obliczy¢ warto$¢ najwiekszych naprezen skrecajacych wystepu-
jacych w wale przedstawionym na rys. 5.8a.

a)

MA/ /M M /
M,
T

N

7 a " a -l a 7

1

Sy | |
HHEHN &L HEMNEIN
Al

Rys. 5.8. Do zadania 5.8

Rozwiazanie. Utwierdzenia koricow walu zastepujemy momentami My
i M. Z warunkéw rownowagi mamy tylko jedno rownanie

My~M+M-Mz=0
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skad M, = Mjp. Zadanie jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalne. Brakujace
réwnanie wyznaczymy z warunku odksztalcen. Poniewaz oba korice watu sa
utwierdzone, ich wzgledny kat obrotu jest rowny zeru. Calkowity kat skrecenia
walu jest réwny zeru, zatem

_MAa (MA—M)CI (MA—MJ,-M)G_
(Pc—GJO‘l‘ o + o =0
skad My = %M.

Wykres momentéw skrecajacych przedstawiono na rys. 5.8b. Najwiekszy mo-

ment skrecajacy M, = =M, a maksymalne naprezenia wynosza

3
2
_Mue_ 3 _32M
Tmax = W() —ind3—3nd3\ &)
16

Zadanie 5.9. Okragly pret o zmiennej $rednicy D = 6 cm 1 d =4 cm jest
utwierdzony na koncach i poddany dziataniu momentu skrecajacego M; w spo-
s6b podany na rys. 5.9. Obliczy¢ dopuszczalna warto$¢ momentu My, jezeli ky =
= 60 MPa.

ODPOWIEDZ:
M; = 1396 N-m
7,
M
- / Mo M 3
Q) A K
7‘}_ i ‘ —_— “é § 4 _ {
L i[ 4 v
3 3 { { L
Rys. 5.9. Do zadania 5.9 Rys. 5.10. Do zadania 5.10

Zadanie 5.10. Pret 0 zmiennej $rednicy d oraz 24 jest utwierdzony na obu kon-
cach i skrecany momentami My oraz 3M, jak podano na rys. 5.10. Wykona¢ wy-
kres momentow skrecajacych, wykres naprezen maksymalnych 7,4, oraz obliczyé
kat @ skrecenia przekroju K. Dane liczbowe: / =1 m, d = 5 cm, My = 1000 N -m.

ODPOWIEDZ. Moment utwierdzenia w lewej $cianie jest rowny

67
M=22M,
180

Zadanie 5.11. Wydrazony wat o zmiennym przekroju jest utwierdzony na obu
koncach i obciazony momentem skrecajacym My, jak na rys. 5.11. Wyznaczy¢
maksymalne naprezenia styczne, jakie wystepuja w wale, oraz kat obrotu ¢c¢ obcia-
zonego przekroju. Dane: / = 60 cm, d = 4 cm, G = 8,5 10 MPa, My = 800 N -m.
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$2d

My

$d

21 { {

Rys. 5.11. Do zadania 5.11

ODPOWIEDZ. Moment utwierdzenia w lewej $cianie jest réwny

240
M=""M,

Zadanie 5.12. Wydrazony wat jest utwierdzony na obu $cianach : obcigzony
momentem skrecajacym M, jak podano na rys. 5.12. Obliczy¢ $rcdnice oraz kat
obrotu przekroju K watu, majac dane: My = 20 kN-m, k; = 70 MPa, / = 80 cm,
d 2

D3
. £ 4Mo
S— JE—— \i\ {/ QT
gT i :
K\ \ /
2! { { :
— Rys. 5.12. Do zadania 5.12

ODPOWIEDZ. Moment utwierdzenia w lewej Scianie wynosi

195
M= -22M,
29270

Zadanie 5.13. Zaprojektowaé stalowa sprezyne Srubowa, ktora pod dziala-
niem sity P = 500 N wydtuzy si¢ 0 A = 6 cm. Naprezenie dopuszczalne na skre-
canie dla stali sprezynowej k; = 400 MPa, G=8,5- 10* MPa, a stosunek érednic
D/d = 10.

Rozwiazanie. Ze wzoru

8PD<k

Tmax = m N4
najdujemy

_ knd® _ 400-7d?
8P 8-500
Poniewaz D = 10d, wiec d = 5,67 mm~ 5,7 mm, a D = 57 mm.
Liczbe zwojow obliczymy ze wzoru

=0,314d>

8PDn
A= Gd*
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stad
_AGdh_60-85-10°-57% .
T 8PD? T 8.500-57° 7

Zwiazek miedzy wydtuzeniem A a obciazeniem P sprezyny $rubowej podaje
sig zazwyczaj poprzez stata ¢ sprezyny P = Ac, gdzie ¢ stata sprezyny

n

oo G4 N
" 8D3n mm

Zadanie 5.14. Wewnatrz sprezyny o stalej ¢; wstawiono wspolosiowo spre-
zyne o stalej ¢;. Dlugosci sprezyn sg jednakowe. Obliczy¢ zastepcza stata ukladu,
jesli dziata na niego sila P.

Rozwiazanie. Wydluzenie (skrdcenie) obu sprezyn jest jednakowe, rowne
A. Sita P jest suma sit P, = A¢; oraz P = A ¢y, zatem

P=P+P=%(citc)

stad
c=c1+o
P
a)
N
€2 €4 2
1
Rys. 5.13. Do zadania 5.14 Rys. 5.14. Do zadania 5.15

Zadanie 5.15. Obliczy¢ zastepcza stata (sztywno$¢) uktadu sprezyn przedsta-
wionego narys. 5.14aib.
ODPOWIEDZ:
[91%

a) c=c1+2c. b) =it



Skregcanie pretow cienkosciennych

6

Wprowadzenie

Naprezenia w cienkosciennych pretach skrecanych oblicza si¢ ze wzoréw
a) dla przekrojow zamknigtych (wzory Bredta)
M;
= ~— < k 6.1
Tmax 26, Fy s (6.1)
gdzie: 8, — najmniejsza grubo$¢ preta, Fy — pole powierzchni przekroju po-
przecznego ograniczone linia $rednia konturu.
Kat skrecenia takiego preta (jednostkowy) wynosi

M, ds
25 [ 5 < 6o 62)
Ssr s

4G

Wystepujaca w tym wzorze catka musi by¢ obliczona po zamknietej linii $redniej
konturu preta.
b) dla przekroju w ksztalcie prostokata o bokach a > &

MY M 8

Tmax = VV; = Cla52 < Ks (6.3)
M; M;
Gl, ~ GCrad> S Ydor ©4)
przy czym wartosci wspoiczynnikow Cy i C; sg podane w tabl. 6.1.
Tablica 6.1
alé 1 1,5 1,75 2 2,5 3 4 6 8 10 o

¢ 0208 | 0231|0239 | 0,246 | 0,258 | 0,267 | 0,282
G, [ 0,141 | 0,196 | 0,214 | 0,229 | 0,249 | 0,263 | 0,281

0,299 | 0,307 | 0,313 | 0,333
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Z tablicy 6.1 wynika, ze dla a > 108 mozna przyjmowaé C; = G = %

c) dla przekrojéw otwartych, utworzonych z potgczonych ze soba prostokgtow
o bokach a > 106

_ My

Tmax = 20‘53 < ks (6.5)
3M;
= Gyaol S Yo (6.6)

Zadanie 6.1. Obliczy¢ naprezenia oraz kat skrecenia w rurze stalowej o diugo-
§ci [ = 4 m i przekroju poprzecznym pokazanym na rys. 6.1 skreconej momentem
M;=1600N-m.

)
)

Rys. 6.1. Do zadania 6.1

Rozwiazanie. Rure traktujemy jako pret cienko$cienny o przekroju za-
mknigtym i obliczamy wedlug wzoréw Bredta. Pole obwiedzione linia Srednia
konturu wynosi

1
Fo= 1nr§, = —1-50° = 3900 mm>
22
Z wzoru (6.1) obliczamy
oo M _ 1600 10°
M 28inFy  2-4-3900
Catka po obwodzie zamknigtym wystepujaca we wzorze (6.2) wynosi w da-
nym przypadku

ds nrg  2rg w50 2-50
5§ 4 6 4 * 6 =359
)

=514 MPa

Kat skrecenia ¢ rury, dla G = 8,1 - 10* MPa (z tabl. 21.1), wynosi

103
M [ds_ 000 1600-10

& O Y 550=0,073rad ~ 4,2°
4GF2J 5 2.81.108.30002 0> = W73 rad~ 4,
s

p=10=1{

73



Zadanie 6.2. Jakim maksymalnym momentem skrecajacym mozna obciazy¢
rure stalowa o $rednicy wewnetrznej d = 56 mm, zewnetrznej D = 60 mm i dhy-
gosci / = 2 m, jezeli naprezenia dopuszczalne na skrecanie wynosza k; = 60 MPa.
Obliczy¢ takze catkowity kat skrecenia rury. Do obliczen zastosowac wzory Bredta.
Sprawdzié otrzymane wyniki, traktujac rure jako wat wydrazony.

ODPOWIEDZ. Ze wzorow Bredta otrzymamy

M, < 2k6F,=2-60-2-2642=634N-m

_ M rds _ M ndy _ 634-10°-2-10° 758 _ 049 rad
$TAGFZ] 5 TaGFZ 5 T 485-100-26427 2
s

Wedhug wzoréw dla watow wydrazonych M; < 614 N-m, ¢ = 0,047 rad.

Zadanie 6.3. Obliczy¢ dopuszczalny moment skrecajacy oraz jednostkowy kat
skrecenia dla przekroju przedstawionego na rys. 6.2. Dane liczbowe: 6 = 2 mm,
a =60 mm, b =40 mm, G=8,1-10° MPa, k, = 70 MPa.

\ NN . NI
5 § 28 s
I
' S—
A
g Rys. 6.2. Do zadania 6.3
ODPOWIEDZ:
M(4a+3b _
M < 26abk;=673N-m, 6= 8(5sz2) =0,321-10 4rad/mrn

Zadanie 6.4. Jaki moment skrecajacy moze przenosi¢ rura o wymiarach prze-
kroju poprzecznego podanych na rys. 6.3, jezeli naprezenie dopuszczalne na skre-
canie k; = 80 MPa.

ODPOWIEDZ:

M; =26700N-m

Zadanie 6.5. Rura o $rednicy zewnegtrznej D = 2R = 11 cm i wewnetrznej
d = 2r = 10 cm przeznaczona do pracy na skrecanie, zostala wykonana w ten
sposob, ze powstal mimosrod e = 1 mm (rys. 6.4). Obliczy¢ procentowe ostabienie
rury w poréwnaniu z rura wykonana prawidlowo.

Rozwiazanie. Ze wzgledu na mimosrodowe wykonanie otworu nalezy ob-
liczac rure wedtug wzoru (6.1).
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NN
B
_%_ PR S § §
80
100
Rys. 6.3. Do zadania 6.4 Rys. 6.4. Do zadania 6.5

Najmniejsza grubos$¢ rury jest réwna

_D-d__11-10

Spun = ) €= 2 -0, =0,4cm

Sredni kontur bedzie z bardzo duzym przyblizeniem okregiem o promieniu
réwnym §redniej arytmetycznej promienia zewnetrznego i wewnetrznego

D+d 11+10
rg=——=

4 4

zakre§lonym ze §rodka mimosrodu e, zatem

=525cm

Fo=mnr =n-525% = 86,6 cm?
Po podstawieniu powyzszych warto$ci do wzoru (6.1) otrzymamy
M = 26 Fgks = 2-0,4-86,6ks = 69,2k,

Wzér ten okresla dopuszczalny moment skrecajacy przy zatozeniu, ze Srednie
naprezenie tngce na grubo$ci §cianki w tym miejscu, gdzie ta §cianka jest najcieri-
sza — 0siggajg warto$¢ k;.

Gdyby rurg wykonano prawidlowo, wéwczas przy zalozeniu, Ze $rednie (nie
maksymalne!) naprezenie styczne jest réwniez réwne ks, mogtaby ona przenosié
moment skrecajacy

n(D*=d*),  x[(Dg+8)* — (Dg—5)"
M = Woks, = ks = ks ~
s= 70 16Dy, 16D, 3
D28
~ ”——Z——k — 86,6k,
gdzie

D+d D-d

Da=—7— 0=~
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Procentowe oslabienie rury wynosi

86,6 —69.2
Zadanie 6.6. Zadanie poprzednie (zadanie 6.5) przeliczy¢ dla nastepujacych
danych: R = 70 mm, » = 65 mm, e = 3 mm.
ODPOWIEDZ. Ostabienie rury wynosi 60%.

Zadanie 6.7. Obliczy¢, jaki moment skrecajacy M; moze przenosi¢ pret alu-
miniowy o przekroju w ksztalcie prostokata o bokach a = 16 mm, 6 =4 mm, jezeli
naprezenie dopuszczalne na skrecanie k; = 60 MPa. Obliczy¢ réwniez kat skrece-
nia preta, jezeli jego dlugos¢ / = 2 m, a modut sprezystosci postaciowej aluminium
G =8,1-10* MPa.

Rozwiazanie. W celu rozwiazania tego zagadnienia wykorzystamy wzory
Bredta do obliczania tego rodzaju przekroju. Dla stosunku dtugosci bokéw a/6 =
= 16/4 = 4 z tabl. 6.1 odczytujemy C; = 0,282 oraz C; = 0,281; ze wzordw (6.3)
i (6.4) obliczamy

M, M,
e = = e S

stad
M, =Ciad8%k; = 0,282-16-4%-60 = 4240 N -mm

g Md M 4240-2000
== 6T T GGad? T 8.1-10°-0281-16-43

—0,357rad = 21,3°

Zadanie 6.8. Obliczy¢ najwigkszy moment skrecajacy M, jakim mozna ob-
ciaza¢ rure o wymiarach jak w zadaniu 6.2, jezeli zostanie ona rozcigta wzdtuz
tworzacej. Obliczy¢ takze catkowity kat skrecenia, jesli k£, = 60 MPa.

Rozwigzanie. Zgodnie z wzorami Bredta dla skrecanych pretoéw cienko-
$ciennych o przekrojach otwartych przekrdj poprzeczny rozcietej rury traktujemy
jako prostokat o szerokosci & = 2 mm i dlugosci

a=2nr,=2-1-29= 182 mm
gdzie
1 1
Dopuszczalny moment skrecajacy M; wynika ze wzoru (6.3)

M, = %a&zks = %~182-22~60: 14600N-mm = 14,6 N-m
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Calkowity kat skrecenia rury (wz6r 6.4) wynosi -

3Ml  3-14600-2000
a83G  182-23.85-104

Q= 6l = = 0,695 rad = 40°

Zadanie 6.9. Rura o §rednicy zewnetrznej D = 120 mm i grubosci § =4 mm
zostata rozcigta wzdtuz tworzacej (rys. 6.5). Obliczy¢ dopuszczalny moment skre-
cajacy, jaki moze przeniesé rura, jezeli k; = 40 MPa.

Rozwigzanie. Grubos¢ Scianki jest stala i réwna 6 = 4 mm, za§ promiesi
$redniego konturu wynosi rg = 58 mm. WskaZnik wytrzymalo$ci na skrecanie
oblicza sie ze wzoru

1
W, = 5-27:@,62:%-2%'58-42: 1940 mm?
My = TpaxWs = ksW; = 40-1940 = 75600 N -mm = 75,6 N-m

Poréwnujac otrzymany wynik z warto§cia momentu skrecajacego, jaki moze prze-
nie$¢é taka sama rura nie rozcieta (M; = 3380 N - m), widzimy, Ze rura nie rozcieta
moze przenosi¢ okoto 45 razy wiekszy moment skrecajacy niz rura rozcigta, przy
takich samych naprezeniach dopuszczalnych.

% %!

|
40

10

00

Rys. 6.5. Do zadania 6.9 Rys. 6.6. Do zadania 6.10

Zadanie 6.10. Obliczy¢ dopuszczalng warto§é momentu skrecajacego M dla
stalowego teownika, pokazanego na rys. 6.6, jezeli k, = 50 MPa.
Rozwiazanie. Przekrdj poprzeczny preta dzielimy na dwie p6iki i §rodnik.
Jednostkowy kat skrecenia jest réwny
-
SmaxG ~ 10-8,1-104

Sztywno$é skrecania

6= =6,16-1075 rad/mm
1 1
C= gGza,-aﬁ =381 10%(120-6%+2-100-10%) = 61 - 108 N/mm?

Dopuszczalny moment skrecajacy wynosi

M;=0C=6,16-107-61-10=375-10N-mm =375N-m
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Zadanie 6.11. Obliczy¢ najwiekszy moment skrecajacy, jakim mozna obcia-
Zyé pret o przekroju przedstawionym na rys. 6.7. Wymiary preta: a1 = 40 mm,
8 =2 mm, a; = 50 mm, & = 3 mm, ¢; = 45 mm, 63 = 5 mm; naprezenie do-
puszczalne na skrecanie k; = 80 MPa.

a, &
/

a
Or
N

84

o]

> Rys. 6.7. Do zadania 6.11

Rozwiazanie. Naprezenie styczne jest rowne

M
Tmax = ‘1——"—G6max < ks
~G¥a;8}
3
a wiec
k 3 3 3 .93 .33 .53
M< (18] +a28 +a385)  80(40-2°+50-3°+45-5°) —389N-m

383 B 3-5

Zadanie 6.12. Pret pryzmatyczny o przekroju poprzecznym (rys. 6.7) jest
skrecany momentem My = 30 N-m. Obliczy¢ maksymalne naprezenia oraz jed-
nostkowy kat skrecenia. Dane: ¢; = 100 mm, a; = 80 mm, a3 = 60 mm, 0| =
=3mm, & =4mm, § =5mm, G=2,7-10* MPa.

ODPOWIEDZ:
M, M

Tmax = 0%nax =293MPa, 6= T =2,18- 10—4 rad/mm
gZaic‘if EGZa,éf



Momenty bezwladnosci figur ptaskich

7

Wprowadzenie

Obliczanie momentéw bezwladnos$ci — jako czynno$¢ wybitnie algebraiczng —
ograniczono wyltacznie do przekrojow posiadajacych osie symetrii lub ztozonych
z elementdw posiadajacych takie osie.
Wartoéci momentow bezwladnosci J wzgledem osi gtéwnych centralnych dla
czgsciej spotykanych figur podano w tabl. 21.2. W obliczeniach stosowano:
—wzdr Steinera dla momentéw bezwiadnosci wzgledem dowolnej osi z, réw-
nolegtej do osi centralnej z., gdy odlegto$é miedzy tymi osiami wynosi a

J.=J. +Fd 7.0
— wzdr Steinera dla momentoéw odsrodkowych (dewiacyjnych)
Jyr =Jyo +Fab 72

W powyzszych wzorach litera F oznacza pole figury.

Wartos$¢ kata oy, tzn. kata, o jaki nalezy obrdci¢ osie uktadu, by staty sie one
osiami gldownymi (by momenty bezwladnosci wzgledem tych osi obroconych osia-
gnely wartoéci ekstremalne), wyznacza sig ze wzoru

2J,
tg2ap = —2= 7.3
2w =377 (7.3)
Wzory na obliczanie wartosci liczbowych momentéw bezwiadno$ci podstawo-
wych figur ptaskich zamieszczono w tabl. 21.2.

Zadanie 7.1. Wyprowadzi¢ wzér na moment bezwladno$ci potkola wzgledem
osi centralnej (rys. 7.1).

Rozwiazanie. Moment bezwladnosci potkola wzgledem osi z jest rowny
polowie momentu bezwtadnosci catego kota

1ot

Jz

24 8
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Stosujac wzor Steinera, mamy

4 2 2
oA e [ 4r
J=J,—Fa=——-—|(-—] ~0,11/*
BE 8 2 \3n !
)’c?
o Yo
ox J Z.
" |79
’ ya o
§_‘ - %r- {y o %
i - Y I Yy
z z
2a -
Rys. 7.1. Do zadania 7.1 Rys. 7.2. Do zadania 7.2

Zadanie 7.2. Obliczy¢ moment bezwiadno$ci przekroju, pokazanego na

rys. 7.2, wzgledem osi centralnej z,.

Rozwiazanie. Moment bezwladno$ci wzgledem osi z wynosi (tabl. 21.2)

_ 2a(2a)® 2ad® _ 31 4
3 12 76

za$ wspdtrzedna srodka ciezkosci

Jz

1
4a2a—a2-§a 1

= —a

Y= 9

1
2a-2a— EZaa

Z wzoru Steinera otrzymamy

11\ 37
JZC:JZ—Fyf:%a“—?:a2 (—9—:1) =§a4

Zadanie 7.3. Obliczy¢é moment bezwladnosci przekroju, pokazanego na

rys. 7.3, wzgledem osi centralnej z,.

a) b) c) d)
vk >
' s S &
7 Sy, | S s
v - J 7777 5y 7 Sy x
Kl 7 bz [ % ¢ 2
K 3 ! %+
3
>

Rys. 7.3. Do zadania 7.3
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Rozwiazanie. Polozenie srodka ciezkosci przekroju jest okreslone wspét-
rzedna

4 2
l7tr2(2r-|- —r/n) +2/2. ér-i—rz-—r
2 3 2 3 1,63

o l1rr2+2rr+ l2rr
2 2

Moment bezwladnosci przekroju jest réwny sumie momentow bezwiadnosci
wzgledem osi z, trzech figur sktadowych.
Dla pétkolaJ; = 0,1 174 a wzgledem osi z, (jesli sie zastosuje wzér Steinera)

i, =h+Fad=0,11r%+ %nrz(0,79r)2 = 1,097*
Dla prostokata J; = 2773 /12 i wzgledem osi z,
Jr,=h+FBd= %r4 +27%(0,13r)? = 0,20/

a dla trojkata 3 = 2173 /36 = */18, zatem
Sy, =h+Fas = T1§r4 +r%(0,97r)% = 1,00/*
Ostatecznie otrzymamy

Jo, = Jizy + s, + Sy, = 1,097% +0,20r* +1,000* = 2 294

Zadanie 7.4. Obliczy¢ odsrodkowy moment bezwladnosci ¢wiartki kota
wzgledem uktadu osi yz (rys. 7.4).
Rozwiazanie. Elementarne pole wynosi

dF = z;dy = +/r? —y?dy

a wspolrzedna jego srodka ciezkosci

1 1
O 4% S
z=5n=5Vri-y
Moment od$rodkowy wynosi

r r
1 1 1
Jyz=/yzdF:/y-5vr2—y2vr2—y2dy: E/y(rz—yz)dyz &
F 0 Q
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17
U) b) y
y
dF 3
> 77 S
hel
¢ r / v
X T~ - b O — - ¥A
~ z ¥ 20 z
{
> 2
. Y //
0 -~ 3a
Z ‘ 60
Rys. 7.4. Do zadania 7.4 Rys. 7.5. Do zadania 7.5

Zadanie 7.5. Obliczy¢ momenty bezwladnosci wzgledem osi z figur przedsta-
wionych narys. 7.5.
ODPOWIEDZ:
3a(4a)® ma* 4
-— =15,
R

a) L=L-h=
b) J,=234,7 cm*

Zadanie 7.6. Obliczy¢ momenty bezwtadno$ci wzgledem osi y i z dla figury
przedstawionej narys. 7.6.

ODPOWIEDZ:

Jy~ 143 cm®*,  J, ~ 386 cm?

a) _iy—c

(3N
o~ 1 E—
Zc

-
L=
N
S

& Z (&) o —
1 3 o 2
N 35|

40 T |
60 Ja rl.
Rys. 7.6. Do zadania 7.6 Rys. 7.7. Do zadania 7.7

Zadanie 7.7. Obliczy¢ momenty bezwtadnosci figur podanych na rys. 7.7
wzgledem osi y, i z,.
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ODPOWIEDZ:
a) J,= 15,2174, Joo = 5,114

b) Ye= 1,528 cm, ch =255 Cl’l’l4, JZC =52 cm4
¢) yc=093aq, Jy, =3,76a%,  J, =1,69a*
d) yC:1$52ra ch=7,llr4, ‘12524’817‘4

Zadanie 7.8. Obliczy¢ odsrodkowy moment bezwladnosci J, prostokata.

a) b}
v vh oyl

7

b z
- Rys. 7.8. Do zadania 7.8

NN
N

Ny
4

Rozwiazanie. Metoda 1. Nieskonczenie maly element figury ma pole
dF = bdy. Wspotrzednymi érodka ciezko$ci tego elementu sg y oraz z = b/2.
Moment ods$rodkowy wynosi

b2h?

h
0 4

y
2

h
b b?
52—/yzdF~/y§bdy—3
F 0

Metoda 2. Osie y. i z. sa osiami gtéwnymi (osie symetrii), a wiec J, -, = 0.
Stosujac wzor Steinera, mamy
hb _ b*h?

= =0 h—— = ——
Jyz, +Fab=0+b 25 1

Zadanie 7.9. Obliczy¢ moment bezwladnosci teownika wzgledem osi rowno-
legtej do podstawy i przechodzacej przez $rodek ciezkosci (rys. 7.9). Wymiary na
rysunku sa podane w cm.

Tyc
2

” ”
© \\

X

0N~ b

o N7 Is’
g f Rys. 7.9. Do zadania 7.9
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ODPOWIEDZ.
J,, =151 cm*

Zadanie 7.10. Dla figur przedstawionych na rys. 7.10a, b i ¢ wyznaczy¢ po-
tozenia $rodkow ciezkoséci oraz obliczy¢ momenty bezwladnosci wzgledem osi
centralnych, ktorych kierunki podano na rysunku. Wymiary na rysunku sa podane
w centymetrach.

a) b) ¢) . A
2 Yo i
Y NE 2
f f
<
= ¢ 2z & £ ] 4 -
) 3 Z Zc
NN
10 ™
“Lﬂ ‘;f
4

Rys. 7.10. Do zadania 7.10

ODPOWIEDZ

a) e=f=322cm, J,=J, =320cm’

b) f=332cm, J,=1062cm*, J, x290cm*
¢) J, ~5710cm?, J, =2674cm*

Zadanie 7.11. Dla przekroju pokazanego na rys. 7.11a znalez¢ potozenie
gléwnych centralnych osi bezwladnosci oraz obliczy¢ momenty bezwladno$ci
wzgledem tych osi. Obliczenia zilustrowac kotem Mobhra.

Rozwiazanie. Srodek ciezkosci figury ma wspdlrzedne y, = 3,25 cm,
z. = 2 cm. Momenty bezwiadnosci J;, i.J,, wynosza

6,5-13 1-103
i =~y +6,5:1:(325-05) + —o— +1:10-(5-3,25) =
= 160,4 cm*
16,5 2, 1013 2 4
‘]y‘:T+6’5'1'(4’25—2) +T+1-10-(2—0,5) =78.1 cm

Momenty odérodkowe wzgledem osi poziomej i pionowej, przechodzacych przez
srodki ciezkosci C; 1 Gy, obu prostokatow sa rowne zeru, a wigc moment bezwlad-
nosci odsrodkowy catego przekroju J;, ,, wynosi

Ty = 046,5-1-(=2,75)-2-2540+1-10-1,75- (~1.5) = —66.5 cm*
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a) b)

’e

y 10 cm _“L&z___ﬂ
L Jpe=71

Zg
g & o 8
C @y
f Ze Tyg=410
BN
=)
Zc G z
75

Rys. 7.11. Do zadania 7.11

Kat nachylenia glownej osi bezwladnosci obliczamy ze wzoru

2 (=
Jecy = 2:(=66,5) =1,62
So—L,  78,1-1604
stad 209 = 58°20" i g = 29°10'.
Momenty bezwladnosci wzgledem osi gléwnych obliczamy ze wzoru

Jmm _Jy"'-]z Jy_J:z 2
J,,,,n}_ YU )

tg2op =

«

2
A 8.1-1604

78,1 4 160,4 78,1 — 160,4\?
Joun = Jyy = — Ll -\/( ) +(—66,5)2 = 41,0 cm®

2 2

Koto Mohra dla momentow bezwiadnosci (rys. 7.11b) rysujemy promie-
niem r o wartosci

Iy —J: \ 78,1 — 1604\’
" \/<L?{L> + (ye)? = \/<—8_1—31'L) +(~66,5)2 =782 cm*

ze $rodka C o wspodtrzednej

Jpt 78141604
2 2

=119.2 cm*

oC =
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Z kota Mohra odczytujemy
Jmax = Jy = OC+r=1192+782=1974 cm®

Inin=Jy, =0C—r=1192-782=41,0 cm?

Zadanie 7.12. Dla przekrojéw pokazanych na rys. 7.12 obliczy¢ momenty
bezwladnosci wzgledem osi gtéwnych centralnych. Wymiary na rysunku sa po-
dane w cm.

lI) Ug\izﬂ,ﬁ o b) 9
2

A 20
L C Ll
133 OR ~
Y
Z, [T ¢
& 8 2, =25° - oy, Z
8 337 o z 2
) \,h\ ~ <
5 z
8 20
Rys. 7.12. Do zadania 7.12
ODPOWIEDZ:
a) ap=22,5°, Jpax=>558cm?* Jyy =106 cm*
b) o= —26,42°

Tae = 70300 cm?,  Jpin = 4900 cm*



Zginanie statycznie wyznaczalnych
belek 1 ram

3

Wprowadzenie

W obliczeniach wytrzymatosciowych belek i ram, pracujacych gtownie na zgina-
nie, podstawowa sprawa jest sporzadzenie wykresu momentow gnacych, a nastep-
nie zastosowanie wzoru

Mmax

Oy = Tz < kg (8.1)
gdzie
W= Jze
Ymax,

Oznaczenia w powyzszych wzorach:

Mqx — maksymalna warto$¢ momentu gnacego,

W — wskaznik wytrzymatosci przekroju poprzecznego belki na zginanie

(tabl. 21.2),
J., —moment bezwladnosci przekroju poprzecznego belki wzgledem osi obo-
jetnej z, (tabl. 21.2) — osi gtownej centralne;j,
Ymax — odleglos¢ najdalszego widkna przekroju poprzecznego belki od osi
obojetnej z tego przekroju,

ke —naprezenie dopuszczalne na zginanie (na ogdt k; = k).

W obliczeniach belek i ram stosuje sie nastgpujace definicje sit normal-
nych N, sit tnacych 7' i momentéw gnacych M.

1. Sitq normalna N w danym przekroju poprzecznym belki nazywamy rzut na
kierunek normalnej wypadkowej wszystkich sit zewnetrznych dziatajqcych na czes¢
belki odcietq tym przekrojem.

2. Sita tnaca T w danym przekroju poprzecznym belki nazywamy rzut na ptasz-
czyzne tego przekroju wypadkowej wszystkich sit zewnetrznych dziatajqcych na
czes¢ belki odcieta tym przekrojem.
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3. Momentem gnacym Mg w danym przekroju belki nazywamy sume momentow
(wzgledem Srodka ciezkosci tego przekroju) wszystkich sit zewnetrznych dziatajq-
cych na czes¢ belki odcieta tym przekrojem.

Oznaczenia dotyczace znakoéw sit normalnych, sit tnacych i momentéw gnacych
podano narys. 8.1.

a) @ b) @
Mg( P

N N T
— - - —
ol > 7 o
4

x dx x dx g ////7

ret-— 0 i

My

N

SN~—

Rys. 8.1. Okreslanie dodatnich warto$ci sit normalnych N, sit tnacych T i momentéw gnacych Mg

x|

Zadanie 8.1. Tasme stalowa o grubosci g = 1 mm nawinieto na watek o $red-
nicy d = 40 cm. Obliczy¢ naprezenia, jakie powstaly w ta§mie wykonanej ze stali
sprezynowej, gdy E = 2.2-10° MPa.

Rozwigzanie. Po nawinigciu taSmy o grubosci g na watek o $rednicy d
wydtuzenie wzgledne zewnetrznych widkien tasmy wynosi

nl(d+2¢g)-(d+g)] _ g 1
= = = — =0,0025
‘ ~d+g) d+g 4010 ®
zatem naprezenia (rozciagajace we wldknach zewnetrznych, a sciskajace we widk-
nach przylegajacych do walka) sa rowne

6 =¢E = 0.0025-2,2-10° = 550 MPa

Zauwazmy, ze wymiar g wystgpujacy w mianowniku zaleznosci (a) mozna pomi-
na¢ jako bardzo maty w poréwnaniu z d.

Zadanie 8.2. Lina stalowa ztozona z drucikéw o $rednicach d = 0,8 mm jest
nawijana na beben o srednicy D = 40 cm. Obliczy¢, jakie naprezenia wywotane
zginaniem powstaja w drutach, jezeli modut Younga E = 2,2 - 10° MPa.

Rozwiazanie. Podobnie jak w zadaniu poprzednim stosujemy wzor

d 0,8

oc=¢k=—F=

.2.2-105 = 440 MP
D" T 200 a

ZadanieWykonac’ wykresy sil tnagcych 7' 1 momentoéw gnacych M, dla
belki przedstawionej na rys. 8.2a.
Rozwiazanie. R4 = Rp = P. Obliczenia sa podane w tabelce i na tej pod-

stawie sporzadzono wykresy, pokazane na rys. 8.2b i c.
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a)

P P
} ‘
—
/1 v
RA RB
< a -l a e a
b)
Th
31T}
IGHI *
I v
c)
M4
[ x
S g
Rys. 8.2. Do zadania 8.3
Nr prze- Granice Sita tnaca Moment gnacy Obliczenia
dziatu | przedziatu T My x T Mg
x;=0 -P 0
1 0<x1<a —-P —Px
xj=a —-P | -Pa
xy=a 0 —Pa
2 ag<x<2a —P+Ry;=0 | —Px+Ry(x—a)=—Pa
Xy =2a 0 —Pa
—P+Ry+Rg=| —Px+R4(x—ajy+ |X3=2a| +P |-Pa

3 20 x3< 3a

=+P +R3(x—2a)=Px—3Pa‘x3:3a | o

Zadanie 8.4. Obliczy¢ dopuszczalna warto§¢ sity P, jaka mozna obciazyé
belke pokazana na rys. 8.2, jezeli a = 1 m, k; = 120 MPa. Przekrojem poprzecz-

nym belki jest teownik podany na rys. 7.9.
Rozwiazanie. Obliczenia przeprowadza sig nastepujaco

4
A :Ji: 151 cm =28,5cm’
C VYmax  5,29cm
_ My _ Pa_,
Og = W, W, o g
stad
P kgW,.  120-28500 — 340N

a 1000

Zadanie 8.5. Wykona¢ wykresy sit tnacych T i momentéw gnacych M, dla
belki przedstawionej na rys. 8.3.
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2 P=2qa q
M=2qa 7 T 7T
r*? Moot
By lbe a P 2a ﬁ‘i R;
b) T |
P=2qa
8 PN
39 +
& $9a
5 SNy x
_ 3 394
c)
M, &
14d & e
x
2 qa2
Rys. 8.3. Do zadania 8.5
Rozwiazanie. Reakcje wynosza
8 4
Rs= —qga Rp=—qga
A 3 qa, B 3 q
Obliczenia sa podane w tabelce.
Nr prze- Granice Sita tnaca Moment gnacy Obliczenia
dzialu | przedziatu T Mg X T My
8 2
g —M+Ryx = x1=0 +§qav —2ga
<x1 < Ry=+—
1 0<x <a +Ry +3qa :_2qa2+§qax 3 5
3 xj=a | +zqa| +=qga
3 3
2 2
Xy =a +=qa | +=-qga”
+R,—P+ —M+Ryx+ 3 3
8 2
2 agx<3a —qlx-a)= —Plr—a)t X = §a 0 594
2 1 (max)
=39a-q(x~a) | -3q(x-a)’
x2=3a | —=qa 0
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Zadanie 8.6. Przekrojem poprzecznym belki obliczanej w zadaniu poprzed-
nim (8.5) jest kwadrat o boku A. Wyznaczy¢ wymagana wielkos¢ A, jezeli k, =
=120 MPa, ¢ =2 N/mm,a=1m.

ODPOWIEDZ

h =46 mm

Zadanie 8.7. Dla belek pokazanych na rys. 8.4a, b, ¢, d wykona¢ wykresy T
i M, oraz okresli¢ najwigksza warto$¢ momentu gnacego Mgmax-

a) q

FEPVYERRESERRE

=Y
{@« M=2g0*
a 7 3a B
+

b

P=ql

EREESNRN

21 {

P=qa L2
{ I { ; I ; l q—zqa

d q
)jiii EERRERY NG L
LZJ . 2a N Rys. 8.4. Do zadania 8.7
ODPOWIEDZ
8) Mgmar=2qa*, b) Momar=ql*
) Mynas=%. &) Monox= o0’

Zadanie 8.8. Wykona¢ wykresy T i M, dla belki Gerbera przedstawionej na
rys. 8.5.
ODPOWIEDZ Wykresy przedstawiono narys. 8.5bic.

Zadanie 8.9. Wykona¢ wykresy sil tnacych i momentéw gnacych dla belki
przedstawionej na rys. 8.6.

Rozwiazanie. Dla przekroju okreslonego wspolrzedna x natezenie obcia-
zenia ciaglego wynosi g, = q%c, za$ reakcje sa rowne

1 1
RA = "‘ql, Rg = gql

6
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P Przequb
A

[T IIT]

moh

Bl

9x
e anilly
V.

Rys. 8.5. Do zadania 8.8

|
T
z m
59 -
IV | 1
/ | }Jq(

PN

x  Rys. 8.6. Do zadania 8.9

sita tnaca

1 1 1 gx?
T=+Ri=yve=gal=5T

Wykres jest parabola drugiego stopnia przechodzaca przez punkty o wspol-
rzednych

1 1
Tiemo) = g4 Tiu=ty=—34!

Maksimum sity tnacej wystepuje w miejscu, gdzie pierwsza pochodna, a wiec
i obciazenie ciagle gy, jest réwna zeru, a wigc dla x = 0.
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Moment gnacy wynosi

1 1 1 gx3
Mg = +Ryx— 753X = +gqlx~ o

Wykres jest parabolg trzeciego stopnia
Mg{x:O) =0, Mg(x:l) =0

Maksimum wystepuje w przekroju, gdzie sita tnaca T = 0, a wiec dla xg wy-
znaczonego z zaleznosci

1 g
I=gdl-7 =0
stad
o= 20577 My= A — 0 .064g7
0‘\/3-*1 y gmax~9\/3-—‘v q

Zadanie 8.10. Wykona¢ wykresy sit tnacych T’ i momentéw gnacych M, dla
belki przedstawionej na rys. 8.7.

a)
przegub q
o

A = - - e . - D
/1 /0 AN
7% % 2/ 27

xY

M,

Rys. 8.7. Do zadania 8.10
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Rozwiazanie. Aby wyznaczy¢ reakcje podporowe, roztaczamy w mysli
belke w przegubie B. Otrzymujemy dwa samodzielne uklady (rys. 8.7b).
Reakcje wynosza

1 1
Ry=Rp= —qZ, Re = 3ql, Rp= —ql
2 2
Znajac reakcje mozna wykonaé wykresy sit tnacych 1 momentdéw gnacych.
Nalezy podkresli¢, ze przegub nie stanowi granicy przedzialéw zmiennosci sity
tnacej i momentu gnacego. Przebieg obliczen jest przedstawiony w tabelce.

Nr prze- Granice Sita tnaca Moment gnacy Obliczenia
dzialu | przedziatu T My x T M,
=0 ! l 0
= Eq
1 0<x <2 Lol gx Tom—to2 |y =k 0 lzz(max)
M X Zq q. 2q 2q 1= 2 8q
xy =21 3l I
1= ‘zq —-q
1 =2l +3 ! gl?
2= = -
—qlx+ - 27
1 2 7 1
2 20K v <4 5q1+3ql—qx +3gl(x =2+ | xo= El 0 gql2 (max)
1
_ qu2 1
1) = 4] - iql 0

1
W przedziale pierwszym maksimum momentu gnacego wynosi M| = gql2
7
2
do bezwzglednej wartosci — moment gnacy wystepuje na podporze C i wynosi
Me = —ql2.

1 . . 1 ..
dla x; = EZ’ a w przedziale drugim M; = —éql2 dla x, = =/. Najwiekszy — co

Zadanie 8.11. Belka o dlugosci / = 2 m oparta koncami na dwdch podporach
i obcigzona w sposob ciagly (¢ = 10 kN/m) ma przekrdj prostokatny o wysokosci
dwukrotnie wigkszej od szerokos$ci (b = 2b). Obliczy¢ konieczna szerokosc i wy-
sokos¢ belki, jezeli naprezenia dopuszczalne na zginanie wynosza k, = 150 MPa.

Rozwiazanie. Maksymalny moment gnacy dla belki wynosi

1
Mgmax = gqlz =5000N-m
1
Moment bezwladnosci przekroju poprzecznego J, = bh3/12, a yyur = Eh’ tak
wigc wskaznik na zginanie przekroju poprzecznego wynosi W, =J, /Yma = bh* /6.
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Stosujac wzor

6M,
Gg - M;;nax — birznax g kg

otrzymujemy
13M, / 3-5000
> 3 gmax = 3 =
b> 2k, 2.]50.106m 36,8 mm

Zadanie 8.12. Zaprojektowa¢ belke wspornikowa o przekroju kotowym i dtu-
gosci / = 240 cm obciazona na koncu sita P = 2 kN, jezeli ma to by¢ belka
o rownej wytrzymatosci (w przyblizeniu) i prosta w wykonaniu (np. trzy wymiary
$rednic), przy czym k, = 120 MPa, k; = 25 MPa.

Rozwiazanie. Najwigksza Srednice d; w przekroju utwierdzenia, dla
Mg pmax = Pl, wyznaczamy ze wzoru

4= 2 32PZ: 3 32-2000-2400: YA07000 = 74 mm
kg n-120

a srednice d3 z warunku na $cinanie

r—£—4—P<k
“F T add NN

stad

4P 4.2000
d Vak ~—V =25 om

Dla tej wartosci srednicy d3 dtugosc /3 najcienszej czesci belki bylaby bardzo
mata, przyjmujemy wiec $rednice d3 znacznie wigksza, np. d3 = 4,6 cm oraz dr =
= 6.0 cm (aby uzyskac jednakowe skoki srednic).

Diugosé /3 koncowego odcinka belki wyznaczamy z warunku, by naprezenia
na zginanie w przekroju przejscia na srednice 4, byty rdwne dopuszczalnym

nd’
My, = Ply kW, = kg?z_

stad znajdujemy /3 = 57 cm. Podobnie obliczamy /, = 128 cm.
Zadanie 8.13. Dla ramy przedstawionej na rys. 8.8a wykona¢ wykresy sit
wewnetrznych: sit normalnych N, sit tnacych 7' i momentéw gnacych M.

Rozwiazanie. Reakcje podpdr wynosza

1
Rix=4ql, Ry=Rp= qu
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a) { : b)

= ] 8
4 B
——
) e @
]
x| :
A —]
_—A
Z RAx %ql
RAy
c d)
ya
B 3 m
T[T [T e 8
+
@
=4 A
ql
Rys. 8.8. Do zadania 8.13
Nr prze-| Granice | Sia normalna Sifa tnaca Moment gnacy Obliczenia
dziatu | przedzialu N T M, x T M,
1
Rux——qx’=| 0 1 0
|| ARax—gr= | RT3 T4
1 ngl<l -{—RAy:J{-qu ; 1 ]
=qi—4gx — e 22
qlx— 5qx ! 0 | +54!
1
TR yxl — 5q12+ 0 |- %ql +%ql2
] Fa
2 0! 0 —RAyz—qu —Rygyx = )
1 1
i I | —=ql 0
2 q 2qu 3 q

Wrykresy sa przedstawione na rys. 8.8b,cid.

Zadanie 8.14. Wykona¢ wykresy sit wewnetrznych: sit normalnych N, sit tna-
cych T’ i momentow gnacych M, dla tuku pokazanego na rys. 8.9a.

Rozwigzanie. Dla pretdw zakrzywionych w ksztaltcie tuku kota potozenie
dowolnego przekroju poprzecznego wygodnie jest okre§la¢ wspotrzedna katowa ¢,
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Rys. 8.9. Do zadania 8.14

jak to zaznaczono narys. 8.9a. Definicje sit wewnetrznych, tj. sily normalnej, sity
tngcej 1 momentu gnacego sg podane we wprowadzeniu rowniez dla pretow za-
krzywionych.

Aby wyznaczy¢ sity wewnetrzne w przekroju okreslonym katem ¢, odrzu-
camy (w mysli) cze$¢ AK preta i sile P redukujemy do punktu K, tj. do $rodka
cigzkoéci danego przekroju poprzecznego (rys. 8.9b). Moment gnacy M, w danym
przekroju jest rOwny momentowi sity P wzgledem punktu K i wynosi

My = —P(KL) = —Prsing

Sita tnaca jest rdwna rzutowi sily P na styczna do przekroju (na prosta OK)
T = —~Pcoso

a sita normalna na normalna do przekroju
N = —-Psing

W celu tatwiejszego wykonania wykreséw wartosci sit wewnetrznych dla katow ¢
zestawiono w ponizszej tabelce.
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1 1 1 1
¢ 0 gTE Zﬂf grc Fm
Mg = —Prsing 0 - %Pr ~0,707Pr ~0,866Pr —Pr
T =—Pcosp -P —0,866P -0,707P - %P 0
N=—Psing 0 —%P -0,707P —0,866P -P

Wrykresy sit wewnetrznych sg przedstawione na rys. 8.9c, die.

Zadanie 8.15. Wykonac wykresy sit wewnetrznych: sit normalnych N, sit tna-
cych T’ i momentdw gnacych M, dla pretow przedstawionych narys. 8.10a i b.

ODPOWIEDZ. Wykresy sit wewnetrznych dla preta z rys. 8.10a pokazano na
rys. 8.10c, die, a dla preta z rys. 8.10b—na rys. 8.10f, g i h.

Zadanie 8.16. Dla ram przedstawionych na rys. 8.11a i b wykonac¢ wykresy
sit wewnetrznych: sit normalnych N, sit tnacych 7' i momentéw gnacych M,.
ODPOWIEDZ. Wykresy przedstawiono na rys. 8.11c-h.

Zadanie 8.17. Belka wspornikowa o dlugosci / = 0,8 m jest obciazona na
koncu pionowa sita P = 10 kN (rys. 8.12). Belka zostata wykonana z katownika
réwnoramiennego o wymiarach 150x150x20. Z tablic wyrobdéw hutniczych dla
katownika tego odczytano: e = 4,46 cm, J,, = 1154 cm?, Jy, = 1830 cm®?, o, =
=480 cm*. Obliczy¢ najwieksze naprezenie od zginania.

Rozwiazanie. Potozenie przekroju poprzecznego belki wzgledem sity ob-
ciazajacej P podano narys. 8.12. Najbardziej obciazony jest przekroj belki w miej-
scu utwierdzenia, gdzie moment gnacy osiaga warto$¢ M, = P/ = 8000 N-m.
Moment ten dziala w plaszczyZnie pionowej, ktéra w danym przypadku nie jest
plaszczyzna glowna belki. Osig gléwna przekroju jest oczywiscie 0§ symetrii Cyy,
ktéra tworzy z pozioma osia Cy, kat ag = 45°.

Mamy wiec do czynienia ze zginaniem ukosnym. W takim przypadku o$ obo-
jetna nie jest prostopadta do plaszczyzny gtownej centralnej, lecz tworzy z nia
kat B, okreslony wzorem

&:1.@:383

eho=tgo07 =1 g

skad By = 75°.
Najbardziej oddalonym od osi obojetnej punktem przekroju jest punkt X, kto-
rego wspoétrzedne, wyznaczone na podstawie rysunku, wynosza: yx = 4,3 cm,
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zx = —10.6 cm. Naprezenia w punkcie K wyrazaja si¢ zaleznoscia

Mgzg| Myg 565600106 565600-4,3 )
_ |4 . = 8300 N/cm® =
K= 7. 1830 1 480 fem
= 83 MPa

gdzie sktadowe momentu gnacego M wzgledem gléwnych centralnych osi bez-
wiadnosci przekroju wynosza

M, =M, =cosag-Mgy=0,707-8000= 5656 N-m

wg
Yg
~. ap=45°

Os T M\ B=75°

Y%

abojgtna %t e
P é \@
e N
%
Rys. 8.12. Do zadania 8.17 Rys. 8.13. Do zadania 8.18

Zadanie 8.18. Przekrojem poprzecznym belki obciazonej sitami pionowymi
jest zetownik podany na rys. 7.12b. Jak nalezy ustawi¢ belke, by znajdowala sie
ona w najkorzystniejszych warunkach, jezeli chodzi o zginanie? Obliczyé, jakim
obciazeniem ciaglym o natezeniu stalym ¢ N/mm moze by¢ obciazona belka, je-
zeli k; = 140 MPa, diugo$¢ belki / = 4 m. Belka jest podparta swobodnie na obu
koncach.

ODPOWIEDZ. Belke nalezy ustawi¢ w sposob pokazany na rys. 8.13, za$ kat
nachylenia wynosi ag = 26,42°, a ¢ = 185 N/mm. —

Zadanie 8.19. Obliczy¢ wskazniki wytrzymalo$ci na zginanie wzgledem osi
gléwnych centralnych dla katownika podanego na rys. 7.12a.

ODPOWIEDZ:

Wet =70 cm’, W =90cm’, Wy =278 cm®, Wy = 24,2 om’



Hipotezy wytezeniowe.
Wytrzymatos¢ ztozona

9

Wprowadzenie

W odniesieniu do materialdw izotropowych majacych granice plastycznosci
(wyrazna lub umowna) najlepsza zgodnos¢ z doswiadczeniem daje hipoteza wy-
trzymato$ciowa Hubera. Jezeli stan napigcia w najbardziej obciazonym punkcie
ciala jest wyrazony przez naprezenia gtéwne: o1 > 0z > 03, wowczas naprezenia
zredukowane sa okreslone wzorem

Ored = \/g[(m —®)2+ (o —)i+ (o3 —01) < ks 9.1)

Gdy stan naprezen jest okreslony przez naprezenie normalne o oraz naprezenie
styczne T, woOwczas

Orea = V02 + 382 < ko 9.2)

W obliczeniach dotyczacych materialdw plastycznych obok hipotezy Hubera
stosuje sig rowniez hipoteze T, (najwiekszych naprezen stycznych, Coulomba),
dajaca w zastosowaniach prostsze zaleznosci. Naprezenie zredukowane dla stanu
napiecia okreslonego przez napreZenia gtowne 61 > oy > 03 wyraza sig wzorem

Ored = 01 — 03 L kr 9.3)
za$ dla stanoéw okreslonych naprezeniami normalnymi o i stycznymi 7
Ored = V 02 +412 L k; (©4)

Dia materiatow kruchych, takich jak zeliwo, odlewy z metali kolorowych,
stosuje si¢ hipoteze najwigkszego wydtuzenia wzglednego &yqx

Ored = Omax — VOmin < kr 9.5)
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Naprezenia styczne w przekroju poprzecznym belki, w ktorym dziata sila

tnaca T, oblicza si¢ ze wzoru Zurawskiego
TS

=7 - 9.6)
gdzie: 7, — naprezenie styczne w punktach przekroju belki potozonych w odle-
glosci y od warstwy obojetnej, S — moment statyczny wzgledem osi obojet-
nej tej czesci przekroju poprzecznego, ktora jest zawarta migdzy wspoirzednymi y
1 Ymqyx 0Odmierzanymi od osi obojetnej (w niektérych zadaniach oznaczany litera S),
by, — szeroko$¢ przekroju poprzecznego belki na poziomie okreslonym wspdtrzed-
na y, J; — moment bezwtadnosci calego przekroju poprzecznego belki wzgledem
osi obojetnej pokrywajacej si¢ z osia z.

Zadanie 9.1. Naprezenia dopuszczalne na rozciaganie dla plyty stalowej
wynosza k, = 180 MPa. Jakie mozna przyjac naprezenia dopuszczalne na $cina-
nie k;?

Rozwiazanie. Stan czystego $cinania powstaje wowczas, gdy o = +0 =
=1, 00 =0, 03 = —o = —1. Po podstawieniu tych wartosci do wzoru (9.1) oraz
(9.3) otrzymujemy:

a) wedlug hipotezy Hubera

k, = 0,58k, = 104.4 MPa
b) wedtug hipotezy Tpqyx
k, = 0,5k, = 90 MPa

Zadanie 9.2. W najbardziej niebezpiecznym punkcie konstrukcji naprezenia
gléwne wynosza: o) = 140 MPa, o, = 60 MPa, o3 = —40 MPa. Obliczy¢ na-
prezenia zredukowane wedtug hipotezy 7,4, oraz hipotezy Hubera. Ustali¢, czy
konstrukcja moze bezpiecznie pracowac, jezeli k. = 160 MPa.

ODPOWIEDZ. Wedhug hipotezy ,,,, naprezenie zredukowane 6,,; = 180 MPa,
za$§ wedtug hipotezy Hubera o,,4 = 156 MPa. Konstrukcja moze bezpiecznie pra-
cowac¢ (najlepsza zgodno$é z doswiadczeniem daje hipoteza Hubera).

Zadanie 9.3. Obliczy¢ $rednice wahi wedlug hipotezy Hubera, jezeli M, =
=400 N-m, M, = 1000 N-m, k, = kg = 70 MPa.

ODPOWIEDZ:

d=533~54cm

Zadanie 9.4. Ptaskownik rozciagany sita P wykonano w dwoch wersjach
przedstawionych na rys. 9.1a i b. Obliczy¢ w obu przypadkach najwieksze napre-
zenia zredukowane i wskazac, ktdra wersja jest korzystniejsza z punktu widzenia
wytrzymatosci uktadu.
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A o P
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Q Q
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d) e)

cl

L
h:

Rys. 9.1. Dozadania 9.4

Rozwigzanie

Wersja a. Przecinamy (w mysli) ptaskownik w najbardziej ostabionym prze-
kroju i sity zewnetrzne dziatajace na odrzucona (np. prawa) cze$¢ ptaskownika
redukujemy do $rodka ciezkos$ci C rozpatrywanego przekroju (rys. 9.1c). W prze-
kroju tym ptaskownik jest obciazony sita normalng N = P, powodujaca powstanie
naprezen rozciagajacych ’

N P

TTF T 22
oraz jest zginany momentem M, = Pe = %Pa, powodujacym powstanie naprezen
gnacych

1

oM s

e = T — 1 = —2

w —a(2a) 2 4a

6
Rozklad naprezen rozciagajacych przedstawiono na rys. 9.1d, naprezen gnacych
—narys. 9.1e, a wypadkowych — na rys. 9.1f. Najwieksze naprezenia wystgpuja
w punkcie 4 1 wynosza

p 3P 5P

R R I PO PR
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Wersja b. Dzieki temu, Ze wykonano drugie symetryczne wycigcie (rys. 9.1b),
nie ma zginania ptaskownika. W najstabszym przekroju 4-B wystepuja jedynie na-
prezenia rozciagajace o = P/a’ (rys. 9.1g), a wiec w tej wersji naprezenia maksy-
malne w plaskowniku zmalaly (wptywu koncentracji naprezen nie uwzgledniono).

Zadanie 9.5. W plaskowniku o grubosci g = 1.6 cm i szerokoscei s = 10 cm
rozciaganym sita P = 80.0 kN powstato peknigcie z jednej strony, oznaczonej linia
przerywana na rys. 9.2. W celu zabezpieczenia przed dalszym powigkszeniem sie
szczeliny wyfrezowano w ptaskowniku wyciecie o glebokosci a = 2 cm. Obliczyé
maksymalne naprezenia, jakie wystapia w ptaskowniku.

& g=16

p ) = P

S Rys. 9.2. Do zadania 9.5

ODPOWIEDZ:
Omax = 112,5 MPa

Zadanie 9.6. Ustalié, czy w zadaniu poprzednim jest wskazane wyfrezowanie
drugiego symetrycznego wycigcia o takiej samej gltebokoscia = 2 cm.

ODPOWIEDZ. Tak — naprezenia maksymalne w plaskowniku wyniosa wéwczas
tylko 83,3 MPa.

Zadanie 9.7. Okresli¢ najbardziej niebezpieczny przekrdj oraz najwieksze na-
prezenia zredukowane preta pokazanego na rys. 9.3a.

Rozwiazanie. Pret jest zginany i skrecany. Wykresy momentéw gnacych
i skrecajacych przedstawiono na rys. 9.3b i c. Najbardziej obciazonym przekro-
jem preta jest przekroj w utwierdzeniu. Naprezenia maksymalne od zginania i od
skrecania wynosza

Mg_ 2Pa 64Fua 1__MS_ Pa h16Pa
WL e W1l
327'Cd 16nd

Najwieksze naprezenia wystgpuja w punktach 4 i C przekroju utwierdzonego
(rys. 9.3d): W obu tych punktach naprezenia zredukowane sa jednakowe i wynosza

P 70P
Grea = V02 1372 = %\/642-]—3'162 -

nd3

Moment zastgpczy w utwierdzeniu wynosi

M, = \/Aﬁg+ %MSZ = \/(2Pa)2+ %(Pa)2 =2,18Pa
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Rys. 9.3. Do zadania 9.7

Najwigksze naprezenie zredukowane wystepuje w przekroju utwierdzonym preta
ijestrowne
M,  2,18Pa T0Pa
Ored = 7 = 7 =5
w Lo nd
32

Zadanie 9.8. Obliczy¢ konieczna Srednice watu przedstawionego na rys. 9.4a,
majac dane: site P = 20 kN, promien » = 30 cm, dtugo$¢ / = 50 cm, naprezenie
dopuszczalne k, = 100 MPa.

Rozwiazanie. Wal znajduje sie w rdwnowadze, a wiec suma momentow
wzgledem osi watu musi by¢ rowna zeru

0 2r—Pr=0
stad
0= %P: 10 kN

Wat jest zginany w dwdch plaszczyznach oraz skrecany. Obciazenie zginajace wat
w plaszczyznie pionowej yx pokazano na rys. 9.4b, a odpowiadajacy temu wykres
momentow gnacych M, — na rys. 9.4c. Podobnie obciazenie w ptaszczyznie po-
ziomej zx podano na rys. 9.4d, a wykres M, — na rys. 9.4e. Wykres momentow
skrecajacych przedstawiono na rys. 9.4f. Momenty M,, i M, leza w plaszczyznach
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X

AN

N\
Y

xy

x

Rys. 9.4. Do zadania 9.8

do siebie prostopadtych, a wigc wypadkowy moment gnacy w przekroju /-/ watu
wynosi

1.\ /3 .\ ’
My = (ZPI) + <§PZ> = 0,45P] = 4500 N -m

a w przekroju 2-2

3 \2 1\
My = (ZPZ> + <§PZ) =0,76P1 = 7600 N -m

Obydwa przekroje sg obciazone takim samym momentem skrecajacym M, =
= Pr= 6000 N-m (rys. 9.4f), a wigc najbardziej obciazony jest przekrdj 2-2.
Moment zastepczy w przekroju 7-/ wynosi

M.y = \/M§+%MS2 = \/45002+ %-60002:6875N-m

a w przekroju 2-2

My = 1/7600%+ % -60002 = 9200 N -m

W najbardziej obciazonym przekroju 2-2 naprezenie zredukowane wynosi

Mo _30M
W omdd ¢

Ored =
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a wigc

32M
d> ¢/ —— =98 mm
kg

Zadanie 9.9. Dla preta pokazanego na rys. 9.5 obliczy¢ dopuszczalna warto§¢
sity P, majac dane: a = 10 cm, d = 2 cm, k, = 120 MPa.

ODPOWIEDZ:

P< 144N

Rys. 9.5. Do zadania 9.9 Rys. 9.6. Do zadania 9.10

Zadanie 9.10. Dla watu przedstawionego na rys. 9.6 obliczy¢ dopuszczalna
warto§c¢ sity P, majac dane: k., = 120 MPa, d = 40 mm, » = 160 mm, / = 320 mm.

ODPOWIEDZ:

P<1260N .

~

Zadanie 9.11. Obliczy¢ najwieksze naprezenia zredukowane w wale pokaza-
nym na rys. 9.7a, przyjmujac » = 5d, a = 6d.

b)

N 1! 2!
o HHIH:HEJHHHHJJI;I}SPX
s L1111 flons
d)M I | -

Wm—lmﬁ}mpd
‘ I x

Rys. 9.7. Do zadania 9.11
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Rozwiazanie. Wykresy obciazen watu przedstawiono na rys. 9.7b-d. Nie-
bezpiecznymi przekrojami watu sa: dla cienszej czesci watu przekrdj 7-7, a dla
grubszej przekroj 2-2.

Naprezenia w przekroju /-1 wynosza

__N_ 5P _20p M, _ SPd__80P
S e R B
ZTCd '1—67'Cd

My, =\ /M2 M2 = [ (10Pd)2 + (21Pd)? = 23,2Pd

M, 232Pd 742P

/Gg:WZ Lnd3_1td2
32
o= ot o 162P
PR T

P 774P
Clred = \/;-12—_*_?7'%: T?d_z 7622 +3-802 = _ndz

Naprezenia w przekroju 2-2 wynosza
5P 5P . 6Pd 12P

T* - _ 2= = "7 .
(2 d)2 TCd

1 3 md?
" Rn(2d)

M, = Pd+\/10%+452 = 46,1Pd

46,1Pd  184,4P

oy =

Gg: 1 2
2 2(2d)? nd
3;7(24)

189,4P
oy = Op + Og = d

P 190P
O2red = 4/ 022+3T22 = W\/ 189,4243.122 = ey < Olred

Zadanie 9.12. Obliczy¢ dopuszczalng wartos$¢ sity P obciazajacej pokazany
narys. 9.8 pret, majac dane: / = 30 cm, r = 10 cm, d = 5 cm, k, = 120 MPa.

ODPOWIEDZ:

P=4200N
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Rys. 9.8. Do zadania 9.12

Zadanie 9.13. Obliczy¢ srednice watu przedstawionego na rys. 9.9. Dane:
P=8kN,/=1m,a1=02m,a,=0,3m, a=30°k, =120 MPa.

Rys. 9.9. Do zadania 9.13

ODPOWIEDZ:
d> 572 mm

Zadanie 9.14. Ustali¢, czy przedstawiona na rys. 9.10 belka zeliwna moze
pracowac bezpiecznie, jezeli P = 40 kN, a naprezenia dopuszczalne wynosza:
k. = 300 MPa, &k, = 100 MPa.

P
a=60A £=1CD
!
| | :
| : :
N gl 9
SRS S | IS | S 77§ 3l 4
R, (5
< fa 1T T 11ls 7
AN
1, 1 ¢ 6cm
RAy -,‘71-15cm I ,_2l [Rs - -

Rys. 9.10. Do zadania 9.14
Rozwiazanie. Reakcje wynosza: Ry = 20,0 kN, Ry, = 13,3 kN. Naj-

bardziej obciazony jest przekroj w potowie diugosci belki. Wystepuje tu sila
normalna N = Ry = 20,0 kN, sila tnaca T = Ry, = 13,3 kN, moment gnacy
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1
Mg =Ry, - El—|—RAAe = 2340 N-m. Pole przekroju poprzecznego F = 11 cm?,

a moment bezwtadnosci wzgledem osi obojetnej J, = 35,9 cm?.

Naprezenia od rozciggania wynosza
N 20000
= F = —lm = 18,2 MPa
W gornych wioknach od zginania wystepuja naprezenia Sciskajace o,1, a w dol-
nych rozciagajace G

M, 2340101

Or

=My = B0 0 16.8) =

0gt = 75 (h—¢) = 355g7 (60~ 168) =281,0 MPa
M,  2340-10°

ng - Ie—-— 35,9—104 16,8 = ll0,0N[Pa

Najwigksze naprezenia od Scinania powstang wzdluz osi obojetnej.
Moment statyczny wynosi S = 1-4,32-2,16 = 9,3 cm?, a naprezenie

_ TS _13300-9.3-10°
T bJ, T 10-359-10°

Zastosujemy hipoteze najwigkszego wydtuzenia wzglednego.
Naprezenie zredukowane w gornych widknach ($ciskajace) jest rowne

Ored1 = Ogl — Or = 281,0 - 18,2 = 262,8 MPa < k. = 300 MPa

= 34,6 MPa

w dolnych widknach (rozciagajace)
Ored2 = Og2 + 0 = 110,04 18,2 = 1282 MPa > k, = 100 MPa

W osi obojetnej naprezenia gldwne wynosza

1 oy \ 2
Onar = 307+ (T) 472 =9,1+ /5173467 MPa
N2
cm;n:%mw/(%’«) 412 =9.1— /9,124 34,62 MPa

stad

Omax = 45,0 MPa, oy, = —26,7 MPa
Naprezenie zredukowane jest rowne

Gred3 = Omax — VOmn = 45,0 —0,3(—26,7) = 53,0 < k, = 100 MPa
Poniewaz naprezenia o4, sa wigksze od dopuszczalnych, belka nie moze praco-

wa¢ bezpiecznie.
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Zadanie 9.15. Obliczy¢ warto$¢ naprezen zredukowanych w punktach /-5

przekroju preta pokazanego na rys. 9.11a, jezeli w tym przekroju moment gnacy
wynosi M = 5000 N -m, a sita tnaca T = 100 kN.

a) b} c)

20
QIR

Y=

N\

Rys. 9.11. Do zadania 9.15

Rozwiazanie. Wspdlrzedna érodka cigzkosci przekroju wynosi yc =
= 6,8 cm, a moment bezwladnoséci wzgledem osi obojetnej J, = 400 cm®. Na-
prezenia od zginania w odpowiednich punktach wynosza

M 5000-10°
O‘]—'j;yc—m-68—85,owa, 0'2—0
5000- 103 5000103
63304'—_—4%W'12—_‘—15,0MP3, 65:W32:40,0Wa

Wykres naprezedt od zginania przedstawiono na rys. 9.11b. Moment statyczny
wzgledem osi obojetnej czesci przekroju ponizej punktu 2 jest réwny S| = 3 6.8

-2-6,8 =463 cm?, a czesci przekroju powyzej punktu 3 wynosi S =2-10-22 =
=44 cm’.
Naprezenia tnace maja warto$ci

_TS _ 100000-46,3 - 103
T Lby~ 400-104-20

TS, 100000-44-103
= —_——=——— . T 0
B T 40010830 M}/
_ TS, 100000-44-103
“= b, 400-10%-100

T = 07 T5 = 0, (%) = 58,0 MPa

=11,0 MPa
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Wykres naprezeri stycznych przedstawiono na rys. 9.11c. Naprezenia zredukowane
obliczone wedtug hipotezy Hubera wynosza

Olred =01 = 85,0MPa, 0n,00 = 1/0+312 = V31, = 101,0 MPa

O3red = \/ 02 +312=96,5MPa, Gypq = 24,2 MPa
O5reqd = 05 = 40,0 MPa

Zadanie 9.16. Obliczy¢, jakie naprezenia styczne powstaja w punktach A
1 B belki o przekroju poprzecznym przedstawionym na rys. 9.12, jezeli sita tngca
w tym przekroju wynosi T = 90 kN.

ODPOWIEDZ:

74 =29MPa, 13=31,1 MPa

$ 30
8 NS
N
=t
0 N §
o S 0
AN
NS\ 5
100 360
Rys. 9.12. Do zadania 9.16 Rys. 9.13. Do zadania 9.17

/' Zadanie 9.17, Wyznaczy¢ maksymalne naprezenie styczne, jakie wystapi
w belce o przekroju podanym na rys. 9.13, jezeli sita tnagca w tym przekroju wynosi
T =100 kN.

ODPOWIEDZ:
Tmax = 11,8 MPa

Zadanie 9.18. Obliczy¢ wymagang grubo$é a sinn ciaglych taczacych §rod-
nik z pétkami dwuteownika (rys. 9.14), jezeli sifa tna¢a w przekroju poprzecznym
belki wynosi T, a naprezenie dopuszczalne na §cinanie spoin k.

Rozwigzanie. Gdy podany na rysunku przekréj dwuteowy jest z litego
materialu (nie z trzech ptaskownikéw), wéwczas naprezenia styczne w $rofiniku -
w miejscach potozonych na granicy z pétkami wynosza (wzér Zurawskiego)

TS
=
8J:
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gdzie S| jest momentem statycznym tej czesci przekroju, ktora lezy dalej od osi
obojetnej niz rozpatrywane miejsce, a wiec

S = be(c+0.5¢)

Sita tnaca T usitujaca przesunaé potke wzgledem $rodnika wynosi wiec

TS,
T = OT) =
1 =&7 7.
Site te musza przenie$¢ dwie spoiny o grubosci a laczace srodnik z kazda
potka, zatem Bt
]"5'1 /\SL»\ )/. 2 -
2ak;s 2 T = e
Iz L gt
® L@) '
stad N
N N
a> —b
7 2ok
al ] o 50 ‘
@
S\\NNN\E¥ - —
é [\S N (48484448014 [44¢
© =
’ N (=50
et 272 meet G R =)
z ® o . . )
<y§ 0
i N ,‘) [EETIIaITade oL
R T ¢ - -
'
Rys. 9.14. Do zadania 9.18 Rys. 9.15. Do zadania 9.19

Zadanie 9.19. Spawany dwuteownik (rys. 9.15a) jest obciazony sitg tnaca
T = 40 kN. Znajac naprezenie dopuszczalne na $cinanie dla materiatu spoiny
k; = 80 MPa, obliczyé:

a) minimalna grubos$¢ a; spoiny, jezeli beda to spoiny ciagte,

b) podziatke ¢ spoin, jezeli ich grubo§¢ wynosi a = 5 mm, za$ dlugos¢ / =
= 50 mm.

ODPOWIEDZ:

ay=23mm, t¢=la/a; =109 mm

Zadanie 9.20. Wyznaczy¢ rdzenie przekroj u dla stupéw o przekroju kotowym,
prostokatnym i dwuteowym. i

Rozwiazanie. Aby w zadnym punkc$e stupa o przekroju kotowym, Sciska-
nego sita P rownolegta do osi stupa nie powstaly naprezenia rozciagajace, musi
by¢ spetniony warunek
P M, P Pe-4

+—>= +—5=0

==
F W a2
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Rys. 9.16. Do zadania 9.20

stad mimosréd e = /4.
Podobnie dla prostokata o bokach a > b
_ P_l_Mg_ P +Pe~6__0
CTTFTW T T T a
zatem e = b/6.

Ksztalt i wymiary rdzeni przekroju dla kota, prostokata i dwuteownika podano
narys. 9.16.



Linie ugiecia belek

10

Wprowadzenie

Linie ugigcia belek wyznaczamy metodg analityczna przy zastosowaniu wzoru

d?y
EJ 2= M, (10.1)
gdzie w celu skrécenia zapisu przyjmujemy J = J; (z. — 0§ obojetna).
Po scatkowaniu powyzszej zalezno$ci otrzymujemy wartosci katéw nachyle-
nia stycznych do linii ugiecia w danym przekroju betki

dy M,
=== [ Edx )
™ 7 (10.2)
Reguly dotyczace znakow katdéw ugiecia 8 wyjasnia rys. 10.1. Powtdorne cal-
kowanie wyrazenia (10.2) prowadzi do wzoréw na ugigcie y belki.

y
M1
A2>0
S~ ——x X
% \\f01<0 %
I

Rys. 10.1. Oznaczenia ost wspotrzednych 1 katow 6 os1 ugigtej preta

Nalezy nadmienié, Ze wszystkie rozpatrywane belki (i ramy) maja na calej
swej dugosci jednakowa sztywno$é EJ = const.

Wyznaczanie przebiegu linii ugiecia belek metoda momentéw wtornych be-
dzie omowione szczegélowo w zadaniu 10.12.

Zadanie 10.1. Dla belki o dlugosci / podpartej na obu koncach i obciazo-
nej na catej dlugosci obciazeniem ciaglym g N/mm oraz momentem M, (rys. 10.2)
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wyznaczy¢ rownanie linii ugiecia, katy ugiecia przy podporach oraz ugigcie
w srodku diugoscei belki.

7

: | g
T )%

—F— = ; -
Ra N i? \ Ra

X L

Rys. 10.2. Do zadania 10.1

Rozwiazanie. Rownanie linii ugiecia jest okreslone wzorem (10.1). Mo-
ment gnacy w przekroju okre§lonym wspdtrzedna x wynosi

x* I M

My = Ryx— q37 gdzie Ry= ‘15 + ’TO

zatem

jzy él mit\
J/

stad ] o

EJ=="—+4+—"=-2-4C (a)

State catkowania wyznaczamy z warunkow brzegowych

Yx=0) = 0, Y=ty = 0
stad

Réwnanie linii ugiecia ma wigc postaé

_ (4 M5 . (M gP
Ely= (12+6l)x 24" ( 6 T2 )"
Ugiecie f w potowie diugosci belki wynosi

_ Myl? 5 ql4
S=Pe=0)\= 1657 383 57
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Zauwazmy, ze wynik ten mozemy odczyta¢ bezposrednio z tabl. 21.3, stosujac
metode superpozycji (poz. 6 i 7 tablicy).

Wartosci katow ugiecia na podporach mozemy otrzyma¢ z réwnania (a) lub
z tabl. 21.3, stosujac metode superpozycji

(P Myl _gqP Myl
Oa= (24E,I+ 6£) %= 24p7 1 3ES

Zadanie 10.2. Wyznaczy¢ kat obrotu 6 przekroju obciazonego momentem M
dla belki pokazanej na rys. 10.3.

yrvvyvyy o
X
T
v - Rys. 10.3. Do zadania 10.2
. . . 1
Rozwigzanie. ReakCJaRlzqu. .
Przedziat 7 (0 < x1 <)
d?y 1
EJ@: gl =—R1x=——qux

dy _ 12
EJ'd; = C[ — Sqlx

1
EJy=D +Cix— ﬁqlx3

Przedziat 2 ({ < x < 20)

2

d?y 1 2 1 2 1 2
EJa?:—R]x—i-M—~§q(x—l) :—qux—{-f]l —EQ(X’[)

dy _ 1 2,1 3
Ede—Cz 8qlx2+qlx 6q(x )]

) EJy— Dy 4 Cox— i+ Lai? — Lae—1y*
EJy =Dy +Cpx = 5 qlx +2£]1X2 2461@‘ )
Warunki brzegowe maja postac

O x=0) =0, (2) =21y =0
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dy dy
0D =t = 02) =): (‘) :(_)
2 x dx (k1=0) dx (=)

Po obliczeniach otrzymujemy wartosci stalych catkowania

1 17 1,
/ D= C)y=——ql Dy =—qgl
qr, 1 07 2 16q ) 2 2q

C) =
T 16
Szukany kat obrotu 6 obliczamy z réwnania dla przedziatu 7 dlax; =/
dy 1 1 5 1, 3 g
0=|-—= =—\—-——ql’—<qlI") =——=—
(dx>(x]:,) EJ< TR ) 16 EJ

Zadanie 10.3. Rozwiaza¢ zadanie 10.2, stosujac metode Clebscha.

Rozwiazanie. Wspéirzedna x odmierzamy — jak poprzednio — od jednego
(lewego) konca belki, a wyrazenia na moment gnacy otrzymujemy przez dodanie
do wyrazen w poprzednim przedziale. Obliczenia podano w tabelce.

sktadniko

d’y o (=17

EJE= —Rix +M(x—1)’ —¢q 3
¥ - c-m FM(x—1)— =0

& ) G
x (x=0% (x=D*
EJy= D+Cr—Rig M g

0<x !
1< <2l

Z warunkdéw brzegowych
Vim=0y=0 oraz  y,_o)=0

wyznaczamy stale calkowania

1
D=0 C=—-—qP*
oraz 16q

Kat obrotu przekroju obciazonego momentem M = ¢/ wynosi
dy 1 2 1 1 5 1 2 3 gl

= —_ = — —_ — = — —_—— I —_ = I— = ———

0 (dx)(le) EJ (C R‘z) EJ( 167 "33 16 EJ

Zadanie 10.4. Wyznaczy¢ kat obrotu przekroju K obcigzonego momentem M

dla belki pokazanej na rys. 10.4a.
1 3 .

Rozwiagzanie. Reakcje wynosza Ry = 594 Rp = 794 Stosujemy metode
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a) b}

q
TR NIV ARURTY
1
RAIT l K ! “Ra
. | CITHTTa
X2 ' L9
X3 !
Rys. 10.4. Do zadania 10.4 ™
E./E:l—zZ = Ryx— quz —}-lq(x-—a)2 +M(x—2a)% - lq(x—"a)2
&2 S 2 27T
dy _ 1, 2 1 3 1 3 1 3
EJ+ = C+2RAx — g% +6q(x a) +M(x—2a) - 6q(x—2a)
Ey= | DtCrtiRw — gt | 4= (x-a)* +1M( 2a)? 1 (x—2a)*
’= TS 247 Mlx—2a)" — 5740 =20)
0<X1 ga
a<x<2a
2a<x3<3a

Clebscha. Uzupelnienie obciazenia ciagtego przedstawiono na rys. 10.4b. Oblicze-
nia podano w tabelce.

Z warunkow brzegowych

Vn=0) =0, Y(x=34)=0
obliczamy state catkowania

1
D=0 — g3
, C 12qa

Kat obrotu przekroju X jest réwny

0 <dy) qa®
k= | — = = ——
A )y AET

Zadanie 10.5. Obliczy¢ ugiecie przegubu B belki pokazanej ma rys. 10.5.
Rozwigzanie. Rozlgczamy przegub, dzielac belke na dwa uklady proste

(rys. 10.5b i ¢) i obliczamy reakcje
Ru=0, Ry=Rg=Rc=gl, My=ql’

Poniewaz w przegubie B belka nie spelnia warunku ciaglosci (katy ugiecia
koncow obu odcinkow belki maja w przegubie B rdzne warto$ci), nie mozemy sto-
sowaé metody Clebscha dla calej belki, lecz nalezy napisa¢ réwnania linii ugiecia

dla kolejnych przedziatow.
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a)l b) c)

v y
7 T rq 8, Ly JDB :
|=‘===== A; . > B ‘ ‘ ¢ { L ‘ { -
ZA 3 A \ LA 8 x \ \C x
et | 21 @ Ryl x Rg X2 1 R

Rys. 10.5. Do zadania 10.5

Dla uktadu / (rys. 10.5b); 0 < x; </

d2
EJa;% =Mg =-Ms+Ryx= —q12+qlx

EJZ =C - —qlx®
o Ci—ql x+2q

1 1
EJy=D\+Cix— 5q12x2+ gqbc3

Dia ukiadu 2 (rys. 10.5¢); 0 < x0 < 2/
d2y

BNz

1
= Mg = Rpx— quz =qlx— %qx2

dy 1 1
EJ— = ~ql® — —gx°
l C2+2qlx i

1 1
EJy =Dy +Cox+ —qlx® — —qx*
y=D)+Cx+ 6qlx 229%

Warunki brzegowe maja postac
dy
Yix;=0 =0. <—> :07 V(xy=21 =07 Yixi=1) = V(=0
(x1=0) dx (51=0) (x2=21) (=) = V(x=0)
stad state calkowania wynosza
1 1
Ci=0. D=0, C=—=gl*, Dy=—=ql*
6 3
Ugigcie przegubu jest rtéwne
I8 =Yn=0)= 357
Przegub przemiesci si¢ do dotu.

Zadanie 10.6. Dla belki pokazanej na rys. 10.6 poda¢ réwnanie linii ugigcia
oraz strzalke ugiecia. '
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Zadanie 10.7. Wyznaczy¢ ugigcia konca 4 belek przedstawionych na

ODPOWIEDZ:
1 1 gP 5
EJ 30 24 120!/
_ ql4 B ql3
o JA= T30y 04= 24E7
S
rys. 10.7aib.
ap
A

Rys. 10.7. Do zadania 10.7

ODPOWIEDZ:
P?
a) fa= EE‘—/(20+31)

Ma
b) fu= —6—E-J(3a+2l)

Zadanie 10.8. Obliczy¢ ugiecia punktow K belek podanych na rys. 10.8a-+d.

ODPOWIEDZ:
5 ql*

a) fKZ—RE—JV ) k=

14
O fk=1er B fk=-im

" 16EJ’

Zadanie 10.9. Wyznaczy¢ katy ugigcia i strzatke ugiecia belki podpartej

Rys. 10.6. Do zadania 10.6

25 gl*

12EJ

w dwoch punktach i obciazonej sita P (rys. 10.9a).

Rozwiazanie. Zadanie mozna rozwigza¢ metoda superpozycji.
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)

7
M= 4—’7{2

q
!
2 9 //fi/ﬂ//— 2

. A
A\

{

,2_7( 2[ A a a

NN

Rys. 10.8. Do zadania 10.8

g
¢ A

u —
i o

d) a

N

—A

1 e
i —

Rys. 10.9. Do zadania 10.9

1) Odcinajac (w mysli) czesé AC belki stwierdzimy, ze pozostata czes¢ 4B
belki mozna rozpatrze¢ jako belke na dwoch podporach, obciazona na podporze 4
para sit 0 momencie M = Pa (rys. 10.9b). Z tablicy 21.3 mamy (poz. 7)

M-2a
0 =57

M-2a
=357 =

Pa?

T 3EJ

2P4?
3EJ

2) Gdyby w przekroju nad podpora 4 belka byta utwierdzona, wowczas lewa
czesé belki przedstawiataby sie tak jak na rys. 10.9¢, wiec zgodnie z wzorami
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z tabl. 21.3 (poz. 1) otrzymalibySmy

f’ = _P_a3 6! = P;'z
3EJ7 T 2EJ

3) Gdyby lewy koniec belki nie byt obciazony sila P, natomiast kat ugiecia
na podporze 4 wynositby 6, (rys. 10.9d), wéwczas ugiecie konca C belki byloby
réwne

2P
"= Gha=

ST =0a= 55
(odcinek AC belki obraca si¢ tylko o kat 6,, pozostajac prostym).

4) W rzeczywisto$ci przypadki podane na rys. 10.9b, ¢ i d wystepuja rowno-
czeénie, zatem stan podany na rys. 10.9a jest superpozycja standéw przedstawio-
nych na rys. 10.9b, ¢ i d. Kat ugiecia i strzatka ugiecia na koncu C belki wynosza
wiec

P 2P P
n_ 1%
f=r+st= 3EJ+ 3E]  EJ

Pa? pa 2Pa* _ 5Pd?
2EJ ' 3EJ  6EJ

W rozpatrywanych zadaniach ustalenie znaku ugie¢ i katéw ugiecia w charaktery-
stycznych punktach belek lub ram na og6t nie sprawia wigkszych trudnosci, przeto
w dalszej czescei tekstu znaki ugie¢ sa czgsto pomijane, przez co zawsze dodawane
sa (1 odejmowane) ich bezwzgledne wartosci.

6y = 65+ 6, =

Zadanie 10.10. Wyznaczy¢ rownanie réozniczkowe linii ugigcia oraz obliczy¢
katy ugiecia 0,4, 65, O¢ i ugiecia f] i f> belki przedstawionej na rys. 10.10.

< T

Rys. 10.10. Do zadania 10.10

ODPOWIEDZ:
2 2
@ (5 25 (4 23
GA_E_J(§P+ﬁq">’ O = EJ<9P+24‘1“>
2 3 4 4
a” (4 11 23 P2’ 123 qa 4 Pa’ lllqa
6C_EJ<9P+12 ) =R e =55 T 1208
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Zadanie 10.11. Stosujac zasade superpozycji, wyznaczy¢ ugiecie w punkcie 4
kazdej z belek podanych narys. 10.11a,bic.

a
}a e | a b) 2p
P T P 0Py a a a_ P
| : N A\
E) I 2a a

oI

a

Rys. 10.11. Do zadanial0.11

ODPOWIEDZ:

Pd’ 13 Pa3 ga*
9 S=pp O f=%Er 9 S5

Zadanie 10.12. Stosujac metode momentdéw wtornych (wykreslno-anali-
tyczna), wyznaczy¢ strzatke i kat ugiecia belki wspornikowej przedstawionej na
rys. 10.12.

aj i
y g
8
7 e s )
D,
)
7 /
A 8 M
£z Ry
2 Pl
32 3
X[:4—l
Rys. 10.12. Do zadania 10.12

Rozwiazanie. Gléwna trudno$¢ przy stosowaniu metody momentow
wtornych stanowi dobor takiego sposobu podparcia belki wtérnej (zastgpczej,
fikcyjnej), aby stale catkowania wystepujace we wzorach na linie ugigcia (i ko-
lejne pochodne) byty tozsamosciowo spetnione.
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W szczegolnosei belka wtorna musi by¢ dobrana w taki sposéb, aby w prze-
krojach belki rzeczywistej o znanych y i dy/dx = 6 byty spelnione zaleznosci
i My
E; YT EJ
gdzie Ty oraz My —sita tnaca i moment gnacy od obciazenia fikcyjnego (tj. wykresu
momentéw gnacych) dla belki wtorne;j.

W przypadku obliczanej belki wspornikowej wiemy, ze w przekroju utwier-
dzenia (punkt 4) y = 0 oraz dy/dx = 0 = 0, przeto dla belki wtérnej musi by¢
w tym przekroju spetniony warunek

I;=0, Mr=0
z czego wynika wniosek, ze w punkcie 4’ belka ta nie moze by¢ ani podparta,
ani utwierdzona. Aby jednak belka wtdma znajdowata si¢ w réwnowadze, mu-
simy znalez¢ taki przekroj, w ktérym mozemy przytozy¢ sily i momenty reak-
cyjne. Przekrojem tym moze by¢ tylko koncowy przekrdj belki (punkt B’ na
rys. 10.12b), gdyz przyltozenie reakcji w jakimkolwiek innym punkcie powoduje
nieciagtos¢ wykresu fikcyjnych sit poprzecznych, co z kolei odpowiada gwattow-
nemu zatamaniu linii ugigcia, ktorego w rzeczywistosci nie ma.

Poniewaz w przekroju koncowym ugigcie y belki rzeczywistej i kat nachy-
lenia stycznej 6 nie réwna si¢ zeru, wigc istotnie taki sposéb utwierdzenia belki
wtornej A'B' jest zgodny z warunkami zadania.

Sposoby doboru belek wtornych dla kilku typowych belek rzeczywistych po-
dano w tabl. 10.1.

0=

Tablica 10.1. Sposoby podparcia belek wtérnych przy metodzie wykresino-analitycznej

L Fragment belki Dane charakte- Wartosci Odpowiadajacy fragment
p- L. . .
rzeczywistej rystyczne TriMy belki wtdrnej
1 A y=0 Mp=0 A
%/I 0#0 Tr#0 %A
V
A y=0 Mp=0 A
2 0
0=0 Tf =0 (swobodny koniec)
%
; A y#0 My#0
(swobodny koniec) 60+#0 T, T #0 s
4 y=0 My=0 e—————
A 7
% 0#£0 Tr#0 A
Al
s e y#0 Mp#0 ==
A /\
6#0 Tr#0 %A J
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Poniewaz w metodzie momentow wtdrnych wykres momentdw gnacych trak-
tujemy jako obciazenie (fikcyjne) belki wtornej, kilka danych dotyczacych takich
wykreséw podano w tabl. 10.2.

Tablica 10.2. Powierzchnie p6l i polozenie sSrodkow cigzkosci niektorych figur

Lp. Figura Oznaczenia Pole F Odleglosc, Srodka
ciezkoscix,
C < _
1 trojkat ﬁ,// F= Ih Xe= AU-b
Xc 5 2 3
{
‘c <
S 7 a+b la+2b
2 1 r / 'IV = / ==
apez XC F > Xc 3755
{
ole ograniczone 9 < 5
3| POt F=2Ih x =21
parabola 2 stopnia
xc
{
pole ograniczone g/ < B 1 _ 3
4 parabola 2 stopnia F= glh Xe = Zl
Xxc
[
I < 1 4
pole ograniczone _ _4
5 parabola 3 stopnia 4 F= Zlh Xe= 51
Xc
1

Postugujac sie tabl. 10.2, obliczamy bezwzgledne wartoéci fikcyjnego mo-
mentu gnacego i sity tnacej w przekroju B’

_Le _df

7}_3"2“_ 6
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1 gi23.  ql*

My=3531="%
Kat 65 stycznej do linii ugiecia belki rzeczywistej w punkcie B oraz ugiecie yp
swobodnego kofica belki, przy uwzglednieniu umowy co do znakéw momentu gna-

cego i sity tnacej, wynosi

05— L __ 9P
B=FEJ T T 6EJ
_M; g

YB=F] T TREJ

Zadanie 10.13. Wyznaczy¢ ugigcia i katy ugiecia dla belki przedstawionej na
rys. 10.13a, stosujac metode wykreslno-analityczna.

Feg Rig g Rec

y Y
= Bl C M,
Ria \KL Pa Pa T

Rys. 10.13. Do zadania 10.13

Rozwiazanie. Zgodnie z pozycja 1, 4 oraz 3 tabl. 10.1 rysujemy belke
wtérna (rys. 10.13b) obciazona polem wykresow momentéw gnacych o warto-

$ciach maksymalnych EPa oraz Pa. Belke t¢ oswobodzamy z wigzéw. Otrzymu-
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jemy uklady pokazane na rys. 10.13c. Z warunkéw réwnowagi belki AB wyzna-
czamy reakcje fikcyjne na podporze 4 i w przegubie B

1 2 1 22
>My=—-Rpz-2a+Pa---za <a+§a+—~—a) +

23 33
1 11 11 1 1 2
B - cca)—-Pa--a-Za=0
2772 3“(”3 3“) 2743
1
stad Ryp = gPa2
2 1 1 1 1
=Ris—R Pa —q-——— Pa- - _ —
2P, =Rj4—Rsp+Pa 3¢5 318 2(a+3a) 0

1
stad RfA = Rﬂg = -6-Pa2.

Z warunkow réwnowagi belki wtornej BC (rys. 10.13c) wynika, ze

1
ZPy:RfB+Pa‘§a—RjC:0

stad
2
Rfc = —3—Pa2
I 2
ZMc=Mfc—Rf3a—Pa-§a~ 34= 0
stad
13
/MjC = EPLZ
Zgodnie z poprzednio stosowanymi wzorami otrzymujemy
Ryy Pa? Ry 2Pa%
Of=——22 — = _—— = ——
W= egy %104 Ge=—gr=-73
Mfc Pa3

Zadanie 10.14. Stosujac metode momentéw wtornych, wyznaczy¢ ugigcie
przegubu C belki pokazanej na rys. 10.14a.

Rozwiazanie. Belke fikcyjng (zastepcza) przedstawiono na rys. 10.14b.
Obciazenie wtdrne (wykres momentéw gnacych) dla odcinka BC jest wygodnie
podzieli¢ na pochodzace od rzeczywistej reakcji w przegubie C (géma czg$é wy-
kreséw momentéw gnacych) oraz od obcigzenia ciagtego (dolna czes¢). Reakcja
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Rra Res

EEEN NN

2

Rys. 10.14. Do zadania 10.14

2
fikcyjna w punkcie B wynosi Ry = §q13, a moment fikcyjny w punkcie C jest

rowny /-
—Lt
A /'"—\ -~
Mae=2gt1e i ko 20 L L 3B s
My 3qll+21 2/ql/ 3,l—|-3l 2qI 41 24ql
Ugiecie przegubu C wynosi
My 23 g*

Je="Fr="5E
Kat obrotu przekroju w punkcie B jest rowny

_Rs __29P

0 = —_
B="FEJ T T3EJ



Wyboczenie

11

Wprowadzenie

W obliczeniach pretdw prostych, Sciskanych osiowo dziatajaca sita P, stosujemy
nastepujacy wzor

o =% < — (1L.1)

gdzie: oy, — naprezenie krytyczne na Sciskanie (wyboczenie), n — wspdlczynnik
bezpieczenstwa.

Zmiana naprezenia krytycznego oy, przy ktérym nastgpuje wyboczenie (utrata
stateczno$ci) preta, jest pokazana narys. 11.1. Na rysunku tym linia ciagla pogru-
biona oznacza rzeczywisty, do§wiadczalny przebieg zmian naprezen krytycznych
oy w funkcji smuktosci s preta wykonanego ze stali konstrukcyjne;j.

Wystepujaca tu smuklosé s preta jest okreslona wzorem

s:l—w (11.2)

Lmn
-

gdzie: ,, — dtugos$¢ wyboczeniowa preta, i,,;, — minimalny promier bezwladnosci
przekroju poprzecznego preta, przy czym

Jmin

tmin = 7

(11.3)

Jak wynika z rys. 11.1 — dla smuktloéci s wiekszych od pewnej granicznej wartosci
Sgr (lub sg) — dos¢ dobrym przyblizeniem krzywej doswiadczalnej jest hiperbola
Eulera, okreslona wzorem

6 ="F da s>sy (lubs) (11.4)
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\__krzywa doéwiadczalna

\ parabola Johnsona - Ostenfelda

\ __prosta Tetmojera- Jasinskiego

3 hiperbola Eulera
NS

3
.

(e}

D

Ry

8

1 1 k| 1

o] 40 80 |120 160
Sqr
So

. [
smuktosé s =
min

Rys. 11.1. Naprezenia krytyczne oy, w zaleznosci od smuktosci s przy wyboczeniu pretéw wykona-
nych ze stali konstrukcyjnych

Dla smuktosci mniejszych od s, (lub so) stosuje si¢ jedna z dwéch metod:
a) metode Tetmajera-Jasinskiego, okreslajaca naprezenia krytyczne o, za
pomocg prostej (oznaczonej AC narys. 11.1)

G/C,:Re——(R—e_—R—H—)f dia s< sgr (11.5)
Sgr
gdzie
E
Sgr =T 1}; (1 16)

b) metode Johnsona-Ostenfelda, okreslajaca naprezenie oy, za pomocs para-
boli CD (rys. 11.1)

2.2

Ris
—— < .
AE dla s<sp (11.7)

gdzie smuklos$c sg oblicza sig ze wzoru

[2E
So=T xR (11.8)

W powyzszych wzorach R, oznacza granice plastycznosci, a Ry — granice propor-
cjonalnosci.

Podany wyzej zakres wzoréw wystarcza do przeprowadzenia obliczen wstep-
nych, natomiast obliczenia sprawdzajace ustrojow pracujacych na wyboczenie
nalezy przeprowadza¢ przy zastosowaniu aktualnie obowiazujacych w tym zakre-
sie norm, np. PN-90/B-03200.

O =R,
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Zadanie 11.1. Stalowy pret o dtugosci/ = 120 cm, na obu koncach potaczony
przegubowo, ma przekroj poprzeczny w ksztatcie prostokata o bokach 50 x 60 mm.
Obliczy¢ dopuszczalna wartos¢ sily $ciskajacej pret, jezeli granica plastycznosci
R. = 240 MPa, granica proporcjonalnosci Ry = 200 MPa, modut Younga £ =
= 2,1-10° MPa, wspétczynnik bezpieczenstwa n = 2.

Rozwiazanie. Pole przekroju poprzecznego wynosi F = 30 cm?, a mini-
malny moment bezwladnosci

_6-5

o = = 62,5 cm*

a wiec promien bezwladnoSci jest rowny

[ Jn 625
i= 7= 30 =1,45cm

Poniewaz [, = [ = 120 cm, wiec smuktosé

Ly 120
$= T T 145

Smukio$¢ graniczna obliczona dla takiej wtasnie stali (wzor (11.6)) wynosi,
wedlug metody Tetmajera, sq = 100. Poniewaz smuklos¢ obliczanego preta s =
= 83,2 < 54 = 100, do obliczenia naprezen krytycznych oy, nie mozemy stosowaé
wzoru Eulera (11.4), lecz np. wzor Tetmajera (11.5)

(Re=Rir)s _ ., (240-200)s
Ser 100

=832

O = Re — =240 - 0,4s

Po podstawieniu obliczonej smuklosci s = 83,2 do powyzszego wzoru otrzy-
mamy oy, = 206,5 MPa, zatem dopuszczalna warto$¢ sity P (ze wzoru (11.1)) ma

wartos¢
o F 206,5-3000
n

P= = 308000 N = 308 kN

/

/
Zadanie 11.2. Pret o przekroju kotowym i dtugoéci / = 100 cm jest wykonany
z duralu PA7 i obciazony sita osiowa P = 1 MN (= 100 ton), ze wspdiczynnikiem
bezpieczenstwa n = 3. Obliczy¢ konieczna $rednice preta, jezeli jest on utwier-
dzony na obu koncach. Dane materiatlowe: £ = 0,73 - 10° MPa, R, = 300 MPa,
RH =250 MPa.
Rozwiazanie. Rozpatrywany pret jest utwierdzony na obu koncach, przeto

1 .
jego dlugos¢ wyboczeniowa [, = El = 500 mm. Dla przekroju kolowego mamy

1 1
Jmin =J = and“, F= anz

133



zatem

-._\ﬁ_é
lmm“‘ F“"4

Dla duralu PA7 smukto$¢ graniczna obliczamy ze wzoru (11.6)

S —m/i—ﬂ: —————0’73'105—535
gr — RH— 250 - 3

Sita odpowiadajaca tej, granicznej, smuktosci (ze wzoru (11.1)) wynosi

Fo, nd*Ry  md?-250
P y = L = = =1- 6
g n 4n 4.3 I-10°N

a wowczas wymagana $rednica preta d = 125 mm oraz i,;, = 31,2 mm, zatem
smuktosé

- Ly 500

s _

=—=—=16 =535
P TI AR

Wynika stad, ze naprezenia oy, nalezy oblicza¢ nie ze wzoru Eulera, lecz np. ze
wzoru Tetmajera, a wowczas

R.—R -
o = R — Re=Ratls _ 550 30025005 _ 30 04
Sgr 53,5
Po zastosowaniu wzoru (11.1) otrzymujemy warunek
_ Pn 1-10°:3-4
Ok = = nd?

W wyniku poréwnania otrzymanych zaleznosci

3.86-10°
300 — 0,945‘ = —-"21‘2—‘—

po podstawieniu

L, _ 5000-4

Imin d

otrzymujemy wymagana $rednice preta d = 113 mm.

Zadanie 11.3. Obliczy¢ dopuszczalna warto$¢ sity Sciskajacej pret, ktory jest
jednostronnie utwierdzony (drugi koniec swobodny). Przekrdj poprzeczny preta
jest pokazany na rys. 11.2. Pret jest wykonany ze stali o danych materialowych jak
w zadaniu 11.1. Dlugos$¢ preta wynosi / = 150 mm, wspolczynnik bezpieczenstwa
n=73.
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Rozwiazanie. Obliczamy wielkoéci geometryczne przekroju poprzecznego
z;=6,62mm, y.=0, F=260cm? J, =7670mm* J, = 4048 mm*

Mniejsza warto$¢ ma moment bezwladnosci J,, = Jy,;,, Wigc wyboczenie preta ma
postaé wygiecia wzgledem osi y.. Poniewaz promien bezwtadnosci i = 3,95 mm,
dla jednostronnego utwierdzenia /,, = 2/ = 300 mm, smuklosé preta wynosi

L, 300
S_—i—_—3—',9§-75,9<sgr

Dla danej stali smuklo$¢ graniczna obliczona w zadaniu 11.1 jest rowna
Sgr=100>5=175,9

zatem naprezenia krytyczne obliczamy ze wzoru Tetmajera (wzor ten wynika ze
wzoru (11.5) po podstawieniu konkretnych warto$ci)

O = 240 — 0,45 = 240 — 0,4-75,9 = 209,5 MPa

Site dopuszczalng obliczamy ze wzoru

opF _ 209,5-260
N 2
Stosujac metode Johnsona-Ostenfelda, wzor (11.8) i (11.7), znajdujemy
so = 144 oraz oy, = 212 MPa.
Jak widzimy, wyniki obliczen przy zastosowaniu obu metod niewiele roznig
sig (w danym przypadku o okoto 1%), stad na ogét stosuje sig prostsza w oblicze-

niach metode Tetmajera.
l4 P
- r 4.y 1
! \

11
/

=27kN

Pdap:

by i /
% | ’
7 - | @l ,/
\ N
IZZ:lr & P P
Rys. 11.2. Do zadania 11.3 Rys. 11.3. Do zadania 11.4

Zadanie 11.4. Stalowy korbowdd (rys. 11.3) ma przekroj poprzeczny jak na
rys. 7.5b. Dtugosé korbowodu / = 150 cm; dane materialowe dla stali sa podane
w zadaniu 11.1. Obliczy¢ site krytyczna.
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Rozwiazanie. Rozpatrujemy dwie mozliwosci wyboczenia korbowodu.
Dla wyboczenia wzgledem osi z (/,, = /)

J,=2347cm?*, i,=27lcm, s= li = 21—%% =553
a dla wyboczenia wzgledem osi y (lw = %l)
g 75
J,=747cm*, i,=153cm, s= % =153 =490

Bardziej niebezpieczny jest przypadek wiekszej smuklosci, wige po podstawieniu
jej do wzoru Tetmajera (dla s < s = 100) otrzymamy

oy =240 - 0,45 =218 MPa
Sita krytyczna wynosi
Py = oy, F =218-3200 =697 kN

Zadanie 11.5. Do dwoch utwierdzonych w podlozu okraglych pretow stalo-
wych przyspawano plyte i obciazono w osi symetrii sitg Q (rys 11.4).

Obliczy¢ najwigksza dopuszczalna wartosé tej sity. Dane: érednica pretow
d = 20 mm, dlugo$¢ pretow 2 = 400 mm, Ry = 200 MPa, R, = 240 MPa,
E=2-10°MPa, n=3.

7) [ 8) ) c) |
[ | ; [+] >
\ / / 7~
/ \ / / /
= “ ,’ / / /
\ i /
4 7 ’

Rys. 11.4. Do zadaniall.5

Rozwiazanie. Dla okraglego preta otrzymujemy

d* d
J= ’:,)—4:7850mm4, i=7=50mm

Mozliwe sa trzy postacie wyboczenia przedstawione na rys. 11.4a, b i c. Diugo$ci
wyboczeniowe wynosza odpowiednio

2) l‘:%h, b) ly=h, < by=2
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Sita obciazajaca jest najmniejsza z trzech dopuszczalnych sit dla trzech postaci wy-
boczenia; najmniejsza sita odpowiada najwigkszej smukiosci, a przy tym samym
promieniu bezwiadno$ci najwiekszej dtugosci wyboczeniowe;j /,, = 24 = 800 mm.
Smuktos$¢ wynosi
/ 800
s=t == l60>sg,.: 100
i 5
Ze wzoru Eulera (11.4), po podstawieniu zaleznosci (11.2) oraz konkretnych war-
tosci liczbowych, wynika
m’E  w’Ei, n?.2-10°.57

= min —
O = 7 00 77,5 MPa

Dopuszczalna warto$é sity Q (rys. 11.4¢) wynosi

F 7757202
0=2%%" _» 53“420 — 16,1 kN
n .

Zadanie 11.6. Stup o wysokosci H = 2,5 m, utwierdzony u dotu i zamoco-
wany przegubowo u gdry, jest wykonany z dwoch ceownikow stalowych 120,
jak na rys. 11.5. Obliczy¢ optymalne rozstawienie b ceownikow, dopuszczalna
site sciskajacg P oraz najwigcksza dopuszczalna odleglo$¢ 4 miedzy przewiazkami
taczacymi ceowniki. Dane o ceowniku T 120: F = 17,0 cm?, e = 1,60 cm,
Jy, =364 cm®, J, =432 cm®, iy, = 1,59 cm.

a) b)
v, h yT v, A VP “
&z, | 2272 A !
| 7 . <
Cc o c >(=7x1 “I'—r—i'%
II TTL < o
! cd [l
y777/7) i Ysrrsr) e
e b b

Rys. 11.5. Do zadania 11.6

Rozwiazanie. Rozstawienie ceownikow musi by¢ tak dobrane, aby mo-
menty bezwladnos$ci wzgledem osi x 1 y byty réwne

1 2
JJ’I +F <€+ Eb) ]

Je=2J =Jy=2

137



1 2
2:364=2 (432417 (1,6+ Eb)

stad b= 5.5 cm.
Dtugos¢ wyboczeniowa stupa I,y = 0,7H = 0,7-250 =175 cm.

[ [2-364 L, 175
i 3F 217 ,03, § i 4,63 3 <Sgr 0

Stosujac wzor Tetmajera (dla stali jak w zadaniu 11.1), otrzymujemy
Ot = 240 — 0,45 = 225 MPa
Sita dopuszczalna jest réwna

P, on,F 225-2-1700
Pd0p=7= n 2

=382,5kN

Odlegto$¢ migdzy przewiagzkami nalezy tak ustali¢, aby pewnos¢ pracy na wybo-
czenie pojedynczego ceownika miedzy przewiazkami byta nie mniejsza niz calego
shupa, tzn. smukto$é pojedynczego ceownika powinna wynosié

stad
h < Sipyn = 381,59 = 60,5 cm

Zadanie 11.7. Obliczy¢ dopuszczalna site Sciskajaca obustronnie utwierdzony
pret o dlugosci 3 m. Przekroj preta podano na rys. 7.7a; » = 40 mm. Pret wykonano
ze stali o danych materiatowych jak w zadaniu 11.1. Wspélczynnik bezpieczen-
stwan=2.

ODPOWIEDZ:

Pyop = 1560 kN

Zadanie 11.8. Okresli¢ wartos¢ sily krytycznej dla dwuprzegubowego preta
o dtugosci [ = 120 cm. Przekrdj preta podano na rys. 7.7d; r = 10 mm. Pret wyko-
nano z aluminium o danych materiatowych jak w zadaniu 11.2.

ODPOWIEDZ:

P, =16kN



Belki 1 ramy statycznie niewyznaczalne

12

Wprowadzenie

Wyznaczanie reakcji podporowych oraz przebiegu linii ugiecia belek lub ram
statycznie niewyznaczalnych mozna przeprowadzaé przy zastosowaniu metody
superpozycji oraz warunkow wynikajacych z odksztalcen. Mozemy wowczas
wykorzystac poznane dotychczas zaleznosci dotyczace uktadow statycznie wyzna-
czalnych.

Rozwiazania uktadéw statycznie niewyznaczalnych mozna réwniez uzyskac¢
przez zastosowanie metody trzech momentéw, oméwionej szczegdtowo w zadaniu
12.6, lub tez za pomoca metod energetycznych (rozdz. 161 17).

Zadanie 12.1. Dla belki podanej na rys. 12.1a wyznaczy¢ reakcje podporowe.

Rozwiazanie. Na rysunku 12.1b przedstawiono reakcje podporowe belki
po uwolnieniu jej z wiezéw. Uklad jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalny
1 stanowi superpozycje dwodch statycznie wyznaczalnych stanéw, podanych na
rys. 12.1cid.

Z tablicy 21.3 (poz. 1) odczytujemy:

— dla belki pokazanej na rys. 12.1¢

P

CT3E) T 2EJ
zatem

5P

't ro_ Tt

fB_fC+91a_6EJ

—dla belki przedstawionej na rys. 12.1d

"__ R§(2a)3 _ Rg : 8a3
f5 =357 = 357
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RAX=U“
MA\ Ry T "t/?s
¢)
p
MA( » =
p/ Sa
Ay 8 -

y
B5=0]

4)

AR
() | |

”

Rys. 12.1. Do zadania 12.1

Ugiecie na podporze B w stanie zasadniczym (rys. 12.1b) — réwne zeru — jest
superpozycja stanu z rys. ¢ oraz z rys. d, zatem

,_SPE_Rysd

— L — —_
A S T vy R
stad

n_ P

RB_16

Rozpatrywana belke mozna réwniez rozwiazaé, przyjmujac jako wielkosé
statycznie niewyznaczalna moment M) (zamiast reakcji Rp). Uktad traktujemy
woweczas jako superpozycije belki swobodnie podpartej na konicach i obciazone;:

—raz sifg P, dziatajaca w $rodku belki,

—a drugi raz obciazona na podporze 4 momentem M.

Z warunku utwierdzenia konica A wynika, ze kat ugiecia od momentu M,
(z tabl. 21.3, poz. 7) musi by¢ réwny katowi ugiecia od sily P (tabl. 21.3, poz. 4)

My-2a _ P(2a)?
3EJ ~ 16EJ

\
stad

3
MA=§PCI
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Zadanie 12.2. Stosujac zasade superpozycji, wyznaczy¢ reakcje podporowe
belki pokazanej na rys. 12.2.

2a

L

N 3 N Rys. 12.2. Do zadania 12.2

hoN
s

Wskaz6éwka: Usunaé podpore 4 lub C, a nastepnie wyznaczy¢ reakcje tej
podpory z warunku, ze ugiecie belki w tym punkcie jest w rzeczywisto$ci réwne
zeru.

ODPOWIEDZ:
qa 9 11
1="gg Re=1g94 Re=3zqa

Zadanie 12.3. Stosujac metode superpozycji, wyznaczy¢ wartosci reakcji oraz
wykona¢ wykresy momentéw gnacych dla belek przedstawionychna rys. 12.3a-+-e.

9 M=P
Wl _ _ D l ‘T M
b= @‘% )
¢) 9

7.5 %
T T

Rys. 12.3. Do zadania 12.3

ODPOWIEDZ:
1 3
= R = R = -P
a) MA 2M7 A B 2

b) M——ﬁﬂ R_2m
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Ry=—, Rp=—— =
) Ry 40’ 7B 2a "¢ 4a
3 3EJS 5 6EJO
d) Ry=Re=>qga+>22 Rp=>ga— 2220
) Ri=Rc gda+ == Rp=7qa——;
3ga®

€ My=-—¢-

Zadanie 12.4. Dla ramy pokazanej na rys. 12.4 wykona¢ wykres momentow
gnacych oraz poda¢ maksymalny moment gnacy.

a b C A ~
/ A )Ma Mn(' / ‘ mx £

c ¢ B ﬁg‘/
NH\#gMi / Q& AL T
a / K
10_, —
/% |
\\
\\

_;; !gA A
4 7.
Rys. 12.4. Do zadania 12.4

Rozwiazanie. Moment gnacy wystepujacy w sztywnym wezle C ramy
oznaczamy M i obie czesci ramy traktujemy jak belki swobodnie podparte, ob-
ciazone w koncach C momentem My (rys. 12.4b). Przyjmujemy, ze dla matych
odksztaicen przemieszczenie wezta C jest pomijalnie male, a z zasady ciaglosci
odksztatcen (sztywny wezel) wynika, ze kat obrotu wezta C jest jednakowy dla
obu pretow.

Zgodnie ze wzorami z tabl. 21.3 kat ugiecia 6 na podporze C dla belki CB

wynosi

_ 9@ Moa
~ 24EJ 3EJ
a dla belki AC
- My-2a
3EJ
Z przyréwnania tych wzoréw otrzymujemy
2
qa
My=-—
07 24
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Wykres momentéw gnacych dla ramy podano na rys. 12.4c. Oznaczenia na wykre-
sie maja nastepujace wartosci

_ _ _ 5 5
M, = 3 My =M, 0,5M0—4841(1

11 . .
Maksymalna warto§¢ M,,,, momentu gnacego dlax,, = 74 a (x jest odmierzane
od konca B preta BC, x,, obliczone z warunku T = 0) wynosi

5092 ,

My = 48 qa

Zadanie 12.5. Wykona¢ wykres momentow gnacych dla ram przedstawionych
narys. 12.5a, b i c. Sztywnos¢ zginania wszystkich pretow ramy jest — jak zwykle
— jednakowa i réwna E.J.

g [ b) a c) !

8 8 P
A7 c o
a
Sy 2
o -
D
St Rax A B B Rax ]
A %
by 7 2
Z %/ ’QAy ng

Rys. 12.5. Do zadania 12.5

ODPOWIEDZ.
2 2
_ qa o qa
) Mi=5g Mp=73
3 3 11
=——PFa, =—Pa, My,=—-F
b) MB 28Pa MC 36 a max 73 a

1
c) RAx:RBx:'z‘P, RAy:RBsz

Zadanie 12.6. Dla belki przedstawionej na rys. 12.6a wykona¢ wykresy sit
wewnetrznych.

Rozwiazanie. Zadanie jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalne; bra-
kujace réwnanie uzyskamy, stosujac réwnanie trzech momentéw. Podziat belki na
dwa przesta i wysiegnik (ktory nie jest przestem) przedstawiono na rys. 12.6b.
Moment M dziatajacy na podporze 4 mozna traktowa¢ jako moment podporowy
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Rys. 12.6. Do zadania 12.6

1 . . .
M=-M=- quz_ Moment podporowy M3 mozna obliczy¢ z rdwnania statyki,

czyli z sumy momentow wzgledem podpory C
1 1
Ms+-ql--1=0
3+ 2ql 41

stad
1
M; = ——ql*
3 gd
Wykres momentow gnacych od obciazen zewnetrznych jest przedstawiony na

rys. 12.6¢. Pole wykresu jest rowne
2 1

< _2____3
0, = 3181 121
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Rownanie trzech momentéw ma postaé

1

21
Q5
I

MI+2My (14 1)+ M3 =0—6

skad, po podstawieniu obliczonych wielkosci, otrzymujemy warto$¢ momentu pod-
porowego

1 2
My = 4+—ql
2 +32q

Wykres momentéw gnacych przedstawiono na rys. 12.6d.
Z rownan rownowagi dla kazdego przesta i wysiegnika (rys. 12.6b) obliczamy
reakcje podporowe

9 9 11 21 1
Ry=-—=gl. Ry=— e p— = A
1=359 Rg=339l, Rp 34 Re=354l, Re=34ql
Catkowite reakcje podporowe wynosza
Ry =Ry +R} = qu Rc =Ry 4R} = 3—7—ql
Bs 167 TCTRCTRCT 5

Wykres sit tnacych dla belki przedstawiono na rys. 12.6e.

Zadanie 12.7. Obliczy¢ reakcje podpor oraz wykonaé wykresy sit wewnetrz-

nych dla belki przedstawionej na rys. 12.7.
Rozwiazanie. Zadanie jest dwukrotnie statycznie niewyznaczalne. Podziat

belki na trzy przesta przedstawiono na rys. 12.7b, a wykresy momentéw gnacych
od obciazen zewnetrznych na rys. 12.7¢. Pola wykresow M, wynosza

1 1 1 1
Q) =52a  Pa= —2—Pa2, Q3= E(a+3a)Pa = 2P4*
Réwnanie trzech momentéw dla przesta lewego i Srodkowego ma postaé
Q;a

My -2a+2M(2a+2a) +M; - 2a = ~6 5~ 0

a dla przesta srodkowego i prawego

3
Q}'Ea
M, -2a+2M3(2a+3a) + My -3a=-0-6 3

skad po uproszczeniach otrzymujemy uktad réwnan
3
My +2My = — §Pa

2My + 10M3 = —6Pa
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!
SIS - & {
-
Rys. 12.7. Do zadania 12.7
Stad
3
= ——F
M, 76 a
45
M3 = —-=—P
3T 776
Z rownan statyki dla przesta lewego otrzymujemy wartosci reakeji: Ry = EP

79 1
oraz RY = ——P, dla przesta srodkowego: Ry = ———

21
152 76P oraz R = +TP’ a dla
146
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o1 6—IP. Reakcja R =R+ R} = —:—;l

przesta prawego: R = %P oraz Rp = % 155 P, na-
. 28
tomiast Re = Ri-+ R = oF

Wykresy sit tnacych 1 momentdw gnacych przedstawiono narys. 12.7d oraz e.

Zadanie 12.8. Obliczy¢ najwigksza wartos¢ momentu gnacego wystepujacego
w belce przedstawionej na rys. 12.8.
Rozwigzanie. Belke dzielimy na trzy przesta (rys. 12.8b). Wykres mo-
mentow gnacych od obciazen zewnetrznych pokazano na rys. 12.8c. Pole wykresu
|

1
Q) =~ ng L, Q3= +§M[ . Dwa réwnania trzech momentow maja postac

04 2M(0+1) +Myl =0

2 1
Q31405031

MI2M(I+ D) +M3I=0—-6 ;

. 1. 1
skad otrzymujemy M; = —EM i M, = +_IZM . Wykres momentéw gnacych

przedstawiono na rys. 12.8d. Najwiekszy moment gnacy wystepuje w Srodku pra-
wego przesta i wynosi
1 11 15
Mpyox= M+ —M=—-M
mET T 4T T 28
Z réwnan rownowagi wynika, ze reakcje podpor wynosza
8 M 51 M _I5M
Te37 BT 1261 YT 141
Wykres sit tnacych przedstawiono na rys. 12.8e.

Ry

Zadanie 12.9. Wyznaczy¢ momenty utwierdzenia dla belki pokazanej na
rys. 12.9a.

Rozwigzanie. Utwierdzenia zastepujemy dodatkowymi przestami
(rys. 12.9b), przyjmujac / = 0, /3 = 0, a nastepnie ) = 0, Q3 = 0. Piszemy row-
nania trzech momentow: najpierw dla przesta /12

I-bl+b

6-0-0 6Pb—-~2 5

O.OHMA(OHHMB[:‘TAA__I_
a nastepnie dla przesta 21 3

6Pbl;b213_b 6020

Myl +2Mp(1+0)+0-0= — z -5
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Rys. 12.8. Do zadania 12.8

Z réwnan tych znajdujemy
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b}
My=0 M,
( AN
7 ly=0
! |
c) | i
1 !
i :91=0:'
b
! ' ! |

a,=%(-b)

by =5 (1+2b)

Rys. 12.9. Do zadania 12.9

2,=1 Poli-b)

wykresy M, dla belek podanych narys. 12.10.

9

Zadanie 12.10. Obliczy¢ wartosci momentéw podporowych oraz wykonaé

g b) 2
T Pl S A K i
p M= Pl 9) g i
! _72—1 }/ I;T;‘ Z’I%A 7 / | ’%B di - ;’/I

Rys. 12.10. Do zadania 12.10

ODPOWIEDZ-
1, 1
a) My=-294, Mp = —72qa
b) My=-F Mp= —EPa
) A — a7 B - 30
My= lPl
c) 4= 9
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1
d My= —55412, Mg =———qI°

Zadanie 12.11. Wykona¢ wykres momentow gnacych dla belki spoczywajace;j
na czterech podporach (rys. 12.11).

a) 2 q
il i T

4
AZ /,3 Z
2a Ja
™ ™

a

! 2 Ki 4
a a 2a Ja

Rys. 12.11. Do zadania 12.11

ODPOWIEDZ. Rysunek 12.11b.

Zadanie 12.12. Wykona¢ wykres momentéw gnacych dla belki pokazanej na
rys. 12.12a.

a
a) 2 I rzp 2
e — > == == 3
7 el L 7%
a a
1
b)
SIS
RIS 2 3
! il e
S il S
5 Sz
Rys. 12.12. Do zadania 12.12

ODPOWIEDZ. Rysunek 12.12b.
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Zadanie 12.13. Stosujac metode naprezeri dopuszczalnych oraz metode nos-
nosci granicznej, obliczy¢ dopuszczalng wartos¢ sity P, jaka mozna obciazy¢
belke podana na rys. 12.13a. Przekrojem poprzecznym belki jest prostokat o bo-
kach b x k. Dane: granica plastycznoséci R, = 240 MPa, wspélczynnik bezpieczen-
stwan=15b=6cm h=4cm,/=3m.

a)

P
2
a4,
A VANR
b) s P 777
( My=Lp1 '
B
| r
o 1RA=%PI R5=%P11
Nr + I NEES
a — -l
olg
d) p
Y
Mpl l , “ ,
R Ry
e)

+ ey E
2{' N

Rozwiazanie. Znanymi metodami wyznaczamy reakcje wigzow
(rys. 12.13b) oraz wykonujemy wykres momentéw gnacych (rys. 12.13c).
Najwigkszy moment gnacy wystepuje w przekroju utwierdzenia i wynosi

Rys. 12.13. Do zadania 12.13

My = TEPI , zatem dopuszczalna wartos¢ sity P = P; obliczona metoda naprezen

dopuszczalnych ze wzoru

 Mpax 3 P,1-6<k _R
T T T 16 b ST
wynosi
8 bh2 R,
P = - —— =454kN
917 n

Przeprowadzajac obliczenia metoda nosno$ci granicznej, dopuszczamy po-
wstanie przegubu plastycznego w najbardziej obciazonym przekroju, a wigc dla
M, = Mp,. Uklad sit zewnetrznych dzialajacych wowcezas na belke jest taki jak
na rys. 12.13d. Wykres momentow gnacych dla tego obciazenia jest superpozycja
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wykresu od sity P (rys. 12.13¢) i od momentu M, zatem moment gnacy w $rodku
dhugosci belki wynosi
1 1
My=-Pl— -
2Ty T
Po utworzeniu si¢ przegubu plastycznego w przekroju utwierdzenia 4 belka
bedzie pracowac jako ustrdj sprezysty az do chwili, gdy w drugim miejscu —
w danym przypadku w polowie diugosci belki — pojawi sie przegub plastyczny,
to jest do chwili, gdy M> osiagnie warto$¢ M,,;. Otrzymujemy zatem dla tego stanu

1 1
My= P~ My =My
Stad
6
P: 7Mp[

Przy pelnym uplastycznieniu przekrdj prostokatny moze przenosi¢ moment
gnacy
bh?

S Re

Przy tym samym wspotczynniku bezpieczenistwa n = 1,5 dopuszczalna war-
tos¢ sity P = P obliczona metoda no$nosci granicznej wynosi

hh
My = 2Reb5 7 =

6My, _6bh°R, 27
=222 =P, =770kN
I'n 1 4n 16"

P



Belki na sprezystym podtozu

13

Wprowadzenie

Sprezyste podloze (typu Winklera) charakteryzujemy stalq sprezystq k. Stala ta
okresla, jaka sifa & niutondw nalezy dziatac na odcinek belki o jednostkowej dtu-
gosci, aby zaglebit sie on w podloze o taka sama jednostke. Jezeli za jednostke

dlugosci przyjmiemy 1 mm, wéwczas wymiarem stalej sprezystej £ jest popeny

Oznaczenia dotyczace belek na sprezystym podlozu oraz sposdb wyznacza-
nia stalych catkowania (dla belek dhugich, gdy B/ > 5) podano w kilku kolejnych
przyktadach.

Zadanie 13.1. Wyznaczy¢ maksymalny moment gnacy My i strzatke ugiecia f
belki diugiej spoczywajacej na podtozu sprezystym i obciazonej w $rodku dtugosci
sila P.

a)

Rys. 13.1. Do zadania 13.1
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Rozwiazanie. Réwnanie linii ugiecia belki dtugiej spoczywajacej na spre-
zystym podtozu o statej k i obciazonej z géry dziatajacym obciazeniem ciagltym
g = const ma postaé

y=e"P¥(C) cos Bx+ C; sin Bx) —% (13.1)

a kolejne pochodne tego réwnania wyrazaja si¢ nastepujaco

dy

=P e P¥(C) + ) sinBx+ (Cy — C) cos ] (13.2)
dzy 2 —Bx .

2= 2B°e P*(Cy sin fx — C; cos Bx) (13.3)
3

gx—{ =2B%eP¥(C, — C) sinBx+ (G +C) cos Bx] (13.4)

Réwnanie linii ugigcia tej belki zawiera dwie state catkowania (wzor (13.1)),
ktére wyznaczymy z warunkow brzegowych. Z uwagi na symetri¢ uktadu w prze-
kroju pod sita P styczna do linii ugiecia belki jest pozioma, a sity wewnetrzne
w belce sprowadzaja sie jedynie do momentu My (sita tnaca i sila normalna sa
réwne zeru). W przekroju tym na prawa (rozpatrywana) potowe belki (rys. 13.1b)

1
dziata wiec moment gnacy My oraz sita tnaca réwna — EP' Zréwnan (13.1)+(13.4)
mamy

(6)e=0= (%)EO =-p(Ci-G)=0

d2
(Mg)x=0 = EJG;{) =EJ-2BY-C) =M,
x=0
T d3y 3 1
( Jx=0=EJ 3 XZOZEJ-Qﬁ (C2+C])=—§P

Z réwnan tych otrzymujemy

P P [4EJ
- = =1, = 13.5
=G oraz M) a5 3 7 (13.5)

_ -P
T 8B3EJ

gdzie

4 k
B = \/m (13.6)
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Maksymalny moment gnacy wystepuje pod sita P i jest rowny My, a strzatka ugie-
cia belki (pod sita P, tj. dla x = 0) wynosi
P PB
f: SRALT = —
8B°EJ 2k
Po podstawieniu tej zaleznosci do wzoru (13.1) rownanie linii ugiecia belki, poka-
zanej narys. 13.1a, ma postaé

(13.7)

P
— " aBx
y= 8B3EJe (cos Bx+sin fx) (13.8)

Zadanie 13.2. Wyznaczy¢ réwnanie linii ugiecia i momentéw gnacych oraz
strzatke 1 kat ugigcia lewego konca belki, pokazanej na rys. 13.2. Dane: P, My, g,

k,EJ.
!

P

Mo(
o a2t x

i AT

Rys. 13.2. Do zadania 13.2

Rozwigzanie. Belka jest dluga (B/ > 5), zastosujemy wigc rownania
(13.1)=+(13.4). Z warunkéw brzegowych

dsy dZV
(T)x=0= EJ(——) =—P oraz (My)y=0=EJ <—~—) =M,
g dx x=0 ¢ dx? x=0

wyznaczamy

1 P M,
= My—=), =9
= 3pEg ( 0 B) C=~55gs
zatem rownanie linii ugiecia ma postaé
_ﬁx
yzieﬁ-ZE? KMO—}E)) cosBx—Mosinﬁx} -% (13.9)
za$ rOwnanie momentow gnacych
2
My = Ejgx_); =e P KMO - g) sian—l—Mocosﬁx] (13.10)
Z réwnania (13.9) dla x = 0 wyznaczamy strzalke ugiecia f
1 P q
=——|My-=)-= 13.11
r=sppr (M7 ) - (13.11)
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a z townania (13.2), dlax =0, kat 0

Gz—ﬁ(CI—C2)=~TlEj<2M0—§) (13.12)

Zadanie 13.3. Wyznaczy¢ stala sprezysta podloza oraz strzatke ugiecia belki
(rys. 13.3) o sztywnoéci EJ, obciazonej sitg P i spoczywajacej na ukiadzie licz-

nych, blisko siebie polozonych, jednakowych pretéw, kazdy o dhugosci Iy,
przekroju F; i module Younga E). Rozstawienie pretéw wynosi a.

P £

| ' | 5

= Rys. 13.3. Do zadania 13.3

¥

4

\\\\
:n

Rozwiazanie. Aby dowolna podpora doznata wydtuzenia y, musi byc,
zgodnie z prawem Hooke’a, rozciagana sita R, okreslona wzorem

ER
Iy

Stata podloza jest wigc ilorazem sity R odpowiadajacej przemieszczeniu y = 1
przez rozstaw pretow a

(). -5
a/,— a11

Strzatke ugiecia obliczamy zgodnie ze wzorem (13.7)

R=y

_PB Pk
/=% =V aEs

Zadanie 13.4. Belka stalowa o przekroju prostokatnym b x 4 i dhugosci / jest
przymocowana do podtogi wykonanej z desek o grubosci g i dhugosci /;. Kornce
desek sa przymocowane do podpor jak na rys. 13.4. Wyznaczy¢ maksymalne na-
prezenie w belce stalowej i w deskach, jezeli jeden koniec belki zostal obciazony
sita P. Modut Younga dla stali oznaczamy E, a dla drewna — E). Przyjac, ze belka
jest dtuga (B! > 5).

Rozwiazanie. Aby wywola¢ ugiecie jednej deski o strzatke y, nalezy dzia-
1aé na te deske sita R okreslong wzorem (tabl. 21.3 poz. 4)

48E\J]
R

R:y (a)
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™ Rys. 13.4. Do zadania 13.4

gdzie

. big’
h=

Stata podioza jest rowna sile potrzebnej do nadania ugiecia y = 1 desce
o szerokos$ci rownej jednostce (b = 1)

k_(g) _48E\, AR\
“\bi )y BB B

(b)

Najwigksze naprezenia w deskach podtogi powstaja pod sita P. Zgodnie ze
wzorem (13.11) strzatka ugiecia w tym miejscu wynosi

P
Y,
gdzie

.k _bh?
P=Var =12
Aby podtoga pod sita P ugieta sie o strzatke f, na deske o szerokosci jednost-
kowej b1 = 1 musi dziataé sita P| = fk. Maksymalny moment gnacy w tej desce
1
wynosi M = ZPIZ 1, @ wskaznik wytrzymatosci W, = 5 &, zatem najwigksze na-
prezenie gnace w desce podtogi wynosi
M, 3P 3fkl 36PE,g
Cl=0r =52 = 52 — BIERR?
W 2¢g 2g BEbh*l
Aby wyznaczy¢ najwieksze naprezenia, jakie wystapia w belce stalowej, nalezy
wyznaczy¢ maksymalny moment gnacy ze wzoru
d?y P :
a}; = B—e'ﬁ" sin(Bx)
Maksimum wystepuje dla fx = 0,8 i wynosi

[4E
Mipax = 073223%) =0.3223P¢ —k{

M| =EJ
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Zadanie 13.5. Wyznaczy¢ rownanie linii ugiecia belki na sprezystym podtozu
o statej &, utwierdzonej w jednym koncu i poddanej dziataniu obciazenia ciagtego
0 natezeniu g.

AL I

Rys. 13.5. Do zadania 13.5

Rozwigzanie. Zgodnie z zaloZzeniami dotyczacymi definicji sprezystego
podtoza stwierdzamy, ze skoro w danym przypadku na kazdy centymetr dtugosci
belki dziata z gory obciazenie g, to reakcja podioza przy dodatnim przemieszcze-
niu y ma rowniez kierunek obciazenia ¢ (z gory do dotu) i rowna jest ky. Laczna
warto$¢ obciazenia ciaglego dziatajacego na belke wynosi wiec

ky+q

Rownanie rozniczkowe linii ugiecia belki jest okreslone zaleznoscig (13.1).
State catkowania C; i C; oraz reakcje statycznie niewyznaczalne R 1 My wyzna-
czamy z warunkow brzegowych

dy d?y dy
()}) :0:Ov EJ('—_) :Ow EJ<— :M01 EJ 1.3 :R
* dx x=0 d? x=0 dx3 x=0

Po dokonaniu dziatan otrzymujemy
q _ 49

BETEA

Zadanie 13.6. Wyznaczy¢ stale sprezyste podtoza utworzonego z desek o gru-
bosci g i modutu Younga E| w uktadach przedstawionych na rys. 13.6a1b.

My

Rys. 13.6. Do zadania 13.6

ODPOWIEDZ:

E11g3

D k=



Prety silnie zakrzywione

14

Wprowadzenie

Wzory dotyczace pretdw silnie zakrzywionych (haki, ogniwa tafcuchéw itp.)
stosujemy wowczas, gdy r < 5k, gdzie r jest promieniem krzywizny linii utwo-
rzonej ze srodkdw ciezkosci przekrojow poprzecznych preta, zas & — wysokoscia
przekroju poprzecznego preta (prostopadta do osi obojetne;j).

Promien krzywizny warstwy obojetnej preta silnie zakrzywionego jest okre-
$lony wzorem

(14.1)

V=

:r%|“

-

Zadanie 14.1. Dla preta zakrzywionego o przekroju prostokatnym b x h wy-
znaczy¢ promien krzywizny warstwy obojetnej. Promien krzywizny osi preta wy-
nosi r¢.

Rozwiazanie. Przekrdj poprzeczny preta i podstawowe wymiary (przyjete
oznaczenia) przedstawiono narys. 14.1.

Zgodnie z oznaczeniami podanymi na rysunku dla przekroju prostokatnego
mamy

dF =bdu. F=0>bh
1 . .
Wewnetrzny promien krzywizny 7, = r¢c — Eh’ a zewnetrzny promien krzywizny

1 . .
r,=rc+ Eh' Otrzymujemy wigc

rz
/fz/bﬂ:b(lnrz—mrw) =bIinZ
Uu u 4

F I

w
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Po podstawieniu otrzymanych zaleznosci do wzoru (14.1) promien krzywizny osi
obojetnej preta zakrzywionego o przekroju prostokatnym wynosi

h
=
7
In-2
Fy,
han of — . ——
k’
3
é) o
V
8
o 3 1 | 9F
el
L\ £
A .
5] 1
Y | By LY o8 _
B R -——l . obojetna A
o c
-!C | !
\ J] l i

Rys. 14.1. Do zadania 14.1 Rys. 14.2. Do zadania 14.2

Zadanie 14.2. Obliczy¢ naprezenia w precie obciazonym sita £ = 50 kN, kto-
rego przekrdj poprzeczny jest kotem o $rednicy d = 10 cm, a 0§ preta tworzy fuk
kota o promieniu r¢ = 20 cm (rys. 14.2). Obliczenia wykonaé na podstawie wzo-
réw dotyczacych pretow silnie i stabo zakrzywionych.

Rozwiazanie. Promien warstwy obojetnej wedtug wzoru z tabl. 14.1 wy-
nosi

2 2
r= d = 10 = 19,682 cm
4(2rc— \J 42— d?) 4(2-20—V4-20% - 10?)

Moment gnacy w przekroju utwierdzonym jest rowny

Mg = Pr¢ =50000-02 = 10000N-m

Moment statyczny przekroju wzgledem osi obojetnej wynosi
1 1
S=Fe= anz (re=r) = g7 10%(20 — 19,682) = 25 cm®
Naprezenia $ciskajace w punkcie 4 wynosza

Mgys 1000010 46.82
Cy = —

Ya _ 1000010 R092 _ 1947 MP
S = 3500 150 _ \2hTMpa
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Tablica 14.1. Promienie krzywizn warstwy obojetnej w zginanych pretach silnie zakrzywionych

Przekréj poprzeczny preta Wzor na promien krzywizny r
(C ~$rodek cigzkosci przekroju) warstwy obojetnej
S ok h
& = T rc+h Tz
_ a In ;:C j Z In "
-— z < C
S~ _ d2
V=
N ] 42rc— /4t~ d?)
XC.
JI e
B " %@+mh
—- _N o< r= b-a 7.
c - =z Z o (bh—
§ I ' (b+rz p >lnrw (b—a)
<L.I
o
-~ 1
: Y 20h
- \\\“&\\“ L "="% n
\Q rz; In r—z -b
w

\\

B ey
o<
by o
F3 <
b, 1™«
R | .
Ny <
C
-
-~
by

_ bihy +bahy +b3hs
bin2 +hyln 2 4 byln 2
ri r 4]

a naprezenia rozciagajace w punkcie B

o= Meys _ 10000-10° 53,18
B= 75 7 T 25103 250

= 85,0 MPa
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Naprezenia obliczone wedtug teorii pretow stabo zakrzywionych sg rowne

My M,  10000-103

B 1 3 1 3

= 102 MPa

a wigc btad w poréwnaniu z wartoscia rzeczywista wynosi ~ 20%.

Zadanie 14.3. Obliczy¢ najwigksze naprezenia wystepujace w haku poka-
zanym na rys. 14.3, jezeli sita obciazajaca wynosi Q = 10 kN. Wymiary haka:
a=20cm,b=3.8cm, h=5,0cm, r, =2,9 cm, gwint M27 x 3.

Mz Rys. 14.3. Do zadania 14.3

Rozwiazanie. Naprezenia w przekroju 4-4 czesSci gwintowanej trzonu
(pole przekroju rdzenia $ruby M27 x 3 wynosi F, = 4,19 cm?) wynosza

Q0 10000
04 =5 =g =239 MPa

Przystgpujemy do obliczenia naprezen w przekroju B-B.
Pole przekroju wynosi

1
2

odlegto$¢ srodka cigzkosci przekroju od szerszej podstawy

1
F=(a+b)h=5(20+3.8)-50=145 cm?

o h(b+2a) 50(38+2:20)
“T3a+b) ~  3(20+38)

=224cm
Promien krzywizny osi haka rc = ry+ hc =2,94+2,24 = 5.14 cm.
Naprezenia w przekroju B-B od rozciagania wynosza

0 10000
o‘,_F_ 1450 =7,0 MPa
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Moment gnacy w przekroju
Mg = Orc=10000-5,14=51400N-cm =514 N-m

Promien krzywizny warstwy obojetnej wedtug wzoru z tabl. 14.1 wynosi

-5,0(2,0+3,8)
=474 cm

= 38-20Y. 79
(3.84‘7,97) 1nﬁ — (3,8 —'2,0)

Moment statyczny przekroju poprzecznego wzgledem osi obojetnej jest rowny
S=F(rc—r)=14,5(5,14—4,74) = 5,8 cm’®
Naprezenie gnace po wewnetrznej stronie przekroju (rozciagajace)

_ Myr—r, _514-10°474-29

= = 56,5 MP.
%' TS T T 58100 29 - e
a po zewnetrznej (Sciskajace)
Myr,— 4-1079—
Mgr,—r _514-10°79 47’4:31,OMPa

2T g T T 58108 79

Najwigksze naprezenia w przekroju B-B wystgpuja po wewnetrznej stronie

haka i wynosza
Omax = Or+ 0Gg1 = 7,0+ 56,5 = 63,5 MPa

Zadanie 14.4. Pret o przekroju prostokatnym (wysokos$¢ - = S cm, szeroko$¢
b =3 cm) wygiety jest w ksztalcie tuku kota o promieniu ¢ = 25 cm i obciazony
momentem gnacym M, = 200000 N - m. Obliczy¢ promien warstwy obojetnej oraz

najwigksze naprezenie zginajace w precie.
ODPOWIEDZ,
r=2491cm, Oy = 158,7 MPa



Twierdzenie Castigliana.
Uktady statycznie wyznaczalne

15

Wprowadzenie

Zgodnie z twierdzeniem Castigliana wspolrzedna uogolniona f; odpowiadajaca
sile uogdlnionej P, jest rowna pochodnej czastkowe] energii sprezystej ¥ danego
uktadu wzgledem tej sity uogdlnione;

ov
= 2 15.1
f=255 as.)
W celu ulatwienia obliczen w tabl. 15.1 podano wartosci niektorych catek
wystepujacych najczesciej w obliczeniach pretow zakrzywionych.

Tablica 15.1.

[sinpde = —cosg

Jcospde = sing

[sin?pde = % - Zsm2(p
1
fcos? pde = g-)- 7 sin2¢

. 1.
[sinpcospdo = Esmz(p

Zadanie 15.1. Obliczy¢ przemieszczenie pionowe punktu przytozenia sity P
dla preta pokazanego na rys. 15.1.

Rozwiazanie. Zgodnie z twierdzeniem Castigliana przemieszczenie pio-
nowe wyznaczymy ze wzoru [ = 0V /JP. Energia V' jest suma energii sprezystej
nagromadzonej w dwu przedzialach preta:
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—przedzial / (0 < x; < a)

oMy,
Mgl = —Px, a}f = —
—przedziat 2 (0 < x; < 2a)
LY
oM, oM.
Mg = —Px, M= Pa, é‘}f = —x, apg =q

Energia catkowita wyraza si¢ wzorem

2 2
fMAde  FMLde FMldx

V =
265 ) 2ET ) 2Gh

Przemieszczenie pionowe punktu przytozenia sity wynosi

a 2a
ov 1 My Mg, oM,
= —=— [ M, g / & ——-—/ q————s =
=2 EJ) sl op Wt gy [ Ma75p 267 J Mo &

a

2a
1
= /( —Px)( —x)dx+ / —Px)(—x)dx+ —L/(Pa)adxz
Gl

(==}

Rys. 15.1. Do zadania 15.1 Rys. 15.2. Do zadania 15.2

Zadanie 15.2. Okresli¢ przemieszczente pionowe f, 1 poziome f; konca A
preta pokazanego narys. 15.2.

Rozwiazanie. W punkcie 4 w kierunku pionowym dziafa sita P, a wiec
fy= 0V /3P. W dowolnym przekroju okre$lonym katem ¢ w przedziale 0 < ¢ < &t

165



moment gnacy wynosi M, = Pr sing;, zatem OM,/OP = rsing. Element dtugosci
preta ds = rde.
Przemieszczenie pionowe wynosi

T T
oV 1 oM 1 . .
=GP E O/ My gp ds = E—JO/ Prsingrsingrdp =

Pr 7 . nPr
= —/sm odep =

Aby wyznaczy¢ przemieszezenie poziome f;, nalezy w punkcie 4 przylozy¢ po-
zioma site dodatkowa P,,; = 0, wowczas

Mg = Prsing — Py,qr(l —cos o)

jﬁfd = —r(l —cos@)
zatem
v 1 [ oM,
o= OPaot EJO/Mgé’—Rf;dsz
T
= %}/[Prsin(p — Pjoar(1 —cos@)][-r(1 —cos@)]rde
0

Po wykonaniu rozniczkowania wzgledem sity dodatkowej mozna juz wstawié
Fioa = 0, a wowczas

T
1 .
fe= E‘—]O/Prsm(p[—r(l —cos@)lrde =

= P / singp d /ﬁ sin@c¢ d = 2pr
= J ¢do pcospap | = BT

EJ
0
Znak minus §wiadczy o tym, Ze punkt A przemiesci si¢ w kierunku przeciwnym do
przyjetego zwrotu sity Pyyq.

Zadanie 15.3. Wyznaczy¢ sktadowa pionowa przemieszczenia punktu C belki,
pokazanej na rys. 15.3.

Rozwiazanie. Aby wyznaczy¢ sktadowa pionowa przemieszczenia punktu
C, przy zastosowaniu twierdzenia Castigliana, nalezy wprowadzi¢ site uogolniona
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[} c AN
4 7
& ( ! [ gRD
> Rys. 15.3. Do zadania 15.3

odpowiadajaca temu przemieszczeniu, a wigc P; = 2P i wowczas szukane prze-
mieszczenie otrzymamy z zaleznosci ' = 0V /OP. Ze statyki znajdujemy Ry =
2 1 . P .
= §P+ §P‘ . Dzielimy belke na trzy przedzialy i obliczamy kolejno:
—przedzial 7 (0 < x <))

5Mg1 N X
oP, 3

2 1
Mgl =Rux= §Px+ §P1x,

—przedziat 2 (I < x < 20)

OMy X
P 3

2 1
My = §Px—|— §P1fo(x— 0),

—przedziat 3 (21 < x < 3))

2 1
Mg = §Px+ §P1x—P(x——l)—P1(x—21),

Po wykonaniu rézniczkowania wzgledem P podstawiamy P =2P

oV oMy oMy
f= oP; EJ /Mg‘ d”/ £275p,

) 2/
1 4 x x
0
3/

5 23 P8
+2[ <—§PX+SP1> (21— —‘C) = RE*J

Zadanie 15.4. Obliczy¢ przemieszczenie poziome f;, pionowe f, i kat obrotu
0 konca B preta, pokazanego narys. 15.4.

Rozwiazanie. Aby rozrdzni¢ obie sity P, oznaczmy site poziomg P = P,
wowczas f, = OV /0Py, a f, = 0V /OP. W celu wyznaczenia kata obrotu 6 doda-
jemy w punkcie B moment dodatkowy My,, = 0. Kat obrotu 6 = oV /dMy,,.

3 3
5:321;(-2-—1). Sy= 2EJ(+2> QZZZJ
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Rys. 15.4. Do zadania 15.4 Rys. 15.5. Do zadania 15.5

Zadanie 15.5. Obliczy¢ przemieszczenie poziome podpory 4 ramy pokazanej
narys. 15.5.

Rozwiazanie. W punkcie 4 przyktadamy pozioma site dodatkowa Py,y =
= 0. Reakcja R w punkcie 4 wynosi (z sumy momentéw wzgledem punktu C)

1 h

= —qgl— P~

R 29 Piiod ]
Belke dzielimy na dwa przedziaty i obliczamy kolejno.

Przedziat 1 (0 <x < h)

oMy
aPdod

My = Pyoux,

Przedziat 2 (0 < x <))

1 h 1
M, = (EqZ”Pdod7>x+Pdodh_ qu:z’

Przemieszczenie punktu 4 wynosi

h ]
o1 1 1 1, h _ qhP®
/= anod‘Tﬂo/O dx+EJ0 (2qlx_2qx )< 1x+h)dx’ 24EJ
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Zadanie 15.6. Wyznaczyc skladowa pionowa przemieszczenia przegubu B
laczacego belki pokazane narys 156

Rys. 15.6. Do zadania 15.6

Rozwiazanie W punkcie B przykladamy dodatkowa site Fyoq = 0, a na-
stepnie rozlaczamy, w mysli, belke w przegubie (rys 15 6b) Site Py,; pozosta-
wiamy na przyktad na koncu lewej belki Reakeje podporowe wynosza wowczas

Rs=Rc=ql. Ri=ql+Pia, Mi=ql*+Piul

Przedzial 1 (0 < x <)

oM,
My = —(qlx+ Pyoax), éffi =-x
O

Przedziat 2 (0 < x € 20)

i oM,
M = l‘—— 2, g =0
g =X ap

Przemieszczenie przegubu B wynosi

! 21
v 1 1 ql*
—_— e = — ) —_— d_x= A
/=GB EJO/ glordr+ EJO/ 0 3EJ

Zadanie 15.7. Obliczyc przesuniecie podpory B kratownicy przedstawione)
narys 157 Sztywnosc rozctagama wszystkich pretow jest jednakowa, rowna EF.
Rozwigzante Reakcje podpor wynosza

Ry=Rp=P, Ruyx=Pyu
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- 1 1 Rys. 15.7. Do zadania 15.7

Przesunigcie podpory B otrzymamy ze wzoru

f= —

OPios

ov 1 ’=Z9
= Pdod

gdzie S; jest sita w precie, /; — dlugoscia preta. Obliczenia powyZszej sumy prze-
prowadzono w tabelce

PE;a Si éij;l b S 5f>jid g
1 —P—Pyoq -1 a Pa
2 P2 0 a2 0
3 —P 0 a 0
4 —P—Pyou -1 a Pa
5 0 0 a2 0
6 P 0 o 0
7 0 0 a 0
8 —P—Pyoq -1 a Pa
9 PV2 0 av2 0

" Suma: 3Pa

Przemieszczenie przegubu B wynosi

3Pa
=

EF
Zadanie 15.8. Obliczy¢ sktadowe poziome przemieszczen punktow K dla ram
pokazanych na rys. 15.8a oraz b.
ODPOWIEDZ:

h2p2 P2
a) f:%‘ b) f==(31+2h)
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al L b)

Rys. 15.8. Do zadania 15.8

Zadanie 15.9. Obliczy¢ sktadowa pozioma przemieszczen punktow K dla ram
pokazanych na rys. [5.9.

Rys. 15.9. Do zadania 15.9

ODPOWIEDZ:

4 3 3
_a (35 n Py =
2) fK_EJ(27 6>’ b) fK_EJ(2+4)’ 0 Jk=3g5

Zadanie 15.10. Stosujac twierdzenie Castigliana, wyznaczy¢ ugigcia f oraz
katy ugiecia 8 charakterystycznych punktéw uktadéw pokazanych na rys. 15.10a,
b, c.

ODPOWIEDZ:
D fo= 23 PP _spr
K= 1206 E] A~ 81EJ
PP 7 PI?

b Je=3gr %=5Es

171



ol
>
co|,\,
3 %b | v
To

R Za ji & Rys.15.10. Do zadania 15.10

4 a 3
_ 99 _ 37 9@
9 Je=51657 %= Tos0 EJ

Zadanie 15.11. Stosujac twierdzenie Castigliana, wyznaczy¢ sktadowa pio-
nowa przemieszczenia przegubu B ramy podanej na rys. 15.11.

Rys. 15.11. Do zadania 15.11

Zadanie 15.12. Obliczy¢ skladowe pionowe przemieszczen punktéw K dla
kratownic pokazanych na rys. 15.12a, b i ¢. Sztywnosci rozciagania wszystkich
pretow przyjaé jednakowe i rowne EF.

ODPOWIEDZ:
1701 P __4Fa
&) fk= o B fk=pp(1+4V2), o fk=1m

172






Twierdzenie Menabrei.
Uktady statycznie niewyznaczalne

16

Wprowadzenie

Twierdzenie Menabrei: pochodna czastkowa energii sprezystej V uktadu wzgledem
statycznie niewyznaczalnej reakcji X jest rowna zeru

ov

X
Rownanie takie mozna napisaé¢ dla kazdej reakcji statycznie niewyznaczalne;j,
otrzymujac tyle rownan, ile wielkodci statycznie niewyznaczalnych wystepuje
w danym ukladzie.

0 (16.1)

Zadanie 16.1. Stosujac twierdzenie Menabrei, obliczy¢ sity w pretach uktadu
pokazanego narys. 16.1. Sztywnos¢ rozciagania wszystkich pretow jest jednakowa
irowna EF.

Rozwiazanie. Przyjmujemy, ze wszystkie prety sa rozciagane (rys. 16.1b).
Z rownan statyki mamy S, = S3 oraz S| + P = 25, cos a. Zagadnienie jest jedno-
krotnie statycznie niewyznaczalne. Za wielko§¢ statycznie niewyznaczalng przyj-
mujemy site §1 = X.

a8y

Pret 1: sita w precie S1 =X, i 1, dlugos¢preta I} =1.

X+P 08 L, _ 1
2cosa’  OX  2cosa’ 1 cosa

Pret2i3: $ =

Stosujemy twierdzenie Menabrei

oV 1%, 2. 05 _
ax == e ax T ERY oy 2T

1 2 [ X+P 1
- ﬁX'l'l—FET (20050() (20052a>
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Pcos?a
14+2cos3a’

Stad S| =X , @z rdwnania statyki S> + S| =

= 1+2cos?a

Znak minus przy sile S; oznacza, ze pret 1 jest Sciskany.

Rys. 16.1. Do zadania 16.1 Rys. 16.2. Do zadania 16.2

Zadanie 16.2. Wspornikowa belka o sztywnos$ci na zginanie EJ, obciazona
na koncu sita P, jest podparta dodatkowo sprezyna o statej ¢ MN/m (rys. 16.2).
Obliczy¢ site w sprezynie.

Rozwiazanie. Statycznie niewyznaczalng sile S w sprezynie wyznaczamy,
stosujac twierdzenie Menabrei 8V /89S = 0. Energia zawarta w spreZynie wynosi
Ve=S?/2c, 0V;/0S = S/c.

Przedziat  belki (0 <x < /)

oMy
o8
Przedziat 2 (I <x < 3))

My, = —Px, 0

oM,
Mg = —Px+S(x-1), Es,ig-:(x—l)
ov 1 17 s
=0=— . — [[- ~Nx=-Ndx+ ==
35 0 EJO/de—i—EJI/[ Px+S(x~1))(x=1) +c
283 S
= 1745 -7P)+ =
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stad

14cPP

S= 8P 357

Zadanie 16.3. Dla ramy przedstawionej na rys. 16.3a wykona¢ wykresy sit
wewnetrznych. '
!

g [ Y
Ty qUIE

ql

2
Ly w7 B2

iloliiisiii
+

729 2
27 3 M

Rys. 16.3. Do zadania 16.3

Rozwiazanie. Napodstawie warunkdéw rownowagi reakcje podporowe wy-
nosza B = 0 oraz C = ¢l. Zadanie jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalne,
wiec z dwoch pozostatych reakcji wybieramy A jako wielkos¢ statycznie niewy-
znaczalna i stosujemy twierdzenie Menabrei 0V /84 = 0.

Przedziat 1 (0 < x; <)

M,=A4 —l x° ——aMg—x
s Y I
Przedzial 2 (0 < x <))

1 , 1 oMy
Mg—Al—EqZ —quz, W_Z
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Przedziat 3(0 < x3 <))

_ aMgM
My =Dx = (4—ql)x, a1 =
!
D o= / Av— v Vwdve — [(ar-Lor— Lo 1axs
aA =0=% 27 EJ 29" 774

1
E}O/(A—ql)xxdx

27
kad A = —ql.
ska 407

Wykresy sit wewnetrznych: normalnych, tnacych i momentéw gnacych przed-
stawiononarys. 16.3b,cid.

Zadanie 16.4. Obliczy¢ reakcje podporowe ramy pokazanej na rys. 16.4.

Rozwiazanie. Uklad jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalny. Za
wielko$¢ statycznie niewyznaczalna przyjmujemy reakcje R. Funkcje momentow
zginajacych i pochodne czastkowe tych funkcji wzgledem R wynosza:

—wprzedziale / (0 < ¢ < En)

oM,

Mg = Rr(1—cosg), 3R £ — r(1-coso)
—w przedziale 2 (0 < x < 27)

oM,
My = R(r-+x) — Px, 3R E—rix

Stosujac twierdzenie Menabrei

2r
: EJ/Rr 1 —cosg) rd(p+— [R(r+x) — Px](r+x) dx

otrzymujemy

56
" 80+4-9n

P=0517P

Z warunkow rownowagi wynika, ze pozostate reakcje wynosza

R;y=0483P. M,=0,449Pr

177



Rys. 16.4. Do zadania 16.4 Rys. 16.5. Do zadania 16.5

Zadanie 16.5. Obliczy¢ ugigcie pod sita P ramy pokazanej na rys. 16.5.
Rozwiazanie. Jako wielko$¢ statycznie niewyznaczalna obieramy reakcje
B. Reakcje A musimy wyrazié za pomoca obciazenia i reakcji B, zatem 4 = 2P —B.
Przedziat 7 (0 < x; <)
oMy

Mg1 = —Px. OB =0

Przedziat 2 (0 < xp < 20)

oM,
Mg = —Px+ A(x—1)+Bl = Px—Bx—2PI+2Bl. —%* =2l —x

Przedziat 3 (0 < x3 <))

Mgy _
6B

M3 = Bx, x

Stosujemy twierdzenie Menabrei

21

I
ov 1 1
0— E_JO/O. dx+E]z (Px — Bx— 2P +2Bl)(2] — x) dx+

E_B—:

!
|
+EJ0/Bxxdx

1 .
stad B = fP' Ugiecie f znajdujemy z twierdzenia Castigliana f = JV /9P, pod-

stawiajac do wyrazenia na energie obliczona warto$¢ reakcji B.

oMy
Mg = —Px. 5;’ =—x
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AN

1 Mg, _x

Mg ==Px—P I
=P Pl =gl

Px OMy  x

A T )

-5 EJL/[ ~P) 'de+/(——Pl><g-—l)dx+/l€£)2—cdx:|:

0

PP
2EJ

Zadanie 16.6. Obliczy¢ skladowa pionowa przemieszczenia punktu K ramy
pokazanej na rys. 16.6.

21

[2)
¢ Rys. 16.6. Do zadania 16.6

Rozwiazanie. W punkcie K przykiadamy site Py = 0. Za wielkoS¢ sta-
tycznie niewyznaczalna przyjmujemy reakcje 4, zatem

1
B=ql=A+ 5Fiou
Przedzial 1 (0 < x; < 1)

1 oM,
Mglex—quz. gl =X

04
Przedziat 2 (I < x2 < 20)

oMy
o4

1
Mg = Ax~ quz — Pioa(x~1),
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Przedzial 3 (0 < x3 <20)

1 OMg3
Mgz = Ax—qlx— ER[Od)C. aj =

. . L 7 13 .
7 twierdzenia Menabrei znajdujemy 4 = gql + 3—2—Pd0d. Podstawiamy te war-

to$¢ do wyrazen na momenty gnace i, stosujac twierdzenie Castigliana, wyzna-
czamy f v 7 ql*
za ==
Y = 3P, 48EJ

Zadanie 16.7. Obliczy¢ reakcje podporowe belki przedstawionej na rys. 16.7.

Rys. 16.7. Do zadania 16.7

Rozwiazanie. Belka jest dwukrotnie statycznie niewyznaczalna. Z rownan
statyki

YP, =Ry+Rg+Rc—2ql=0 oraz IMc=Mp+Rsl+Rq 2021 =0
nie mozna w sposob bezposredni wyznaczy¢ zadnej reakcji. Przyjmijmy wiec za
wielkoéci statycznie niewyznaczalne reakcje Ry oraz Rp, a wowczas ich wartosci
wyznaczymy z twierdzenia Menabrei

ov oV
— frsad 0
OR 4 0 oraz ORp
Przedziat 1 (0 < x <)

oM, oM,

2

1
Moo= Ryx— ~qx2. g =y 78—
g= Xm0 R T R

Przedzial 2 (I < x < 20)

. 1 , oMy oM,
My =Rx+Rp(x~1) qu. R, =x, aRfo [

Z twierdzenia Menabrei mamy
2

!
oV 1 1 1 1
o _ 1 . = D)= g xdx=0
EJ()/(R,,)C 2qr2) xdx+ /[RAx-f—RB(x l) 2qx2 X

ORy4 EJ J
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i 2
1 1 1
-_ . — - - = xZ — =
EJO/O dx+EJl [RAx—i-RB(x l) 24 (x=Ndx=0

o _
ORp

Po scatkowaniu otrzymujemy uktad réwnan

8 5

—-R —Rp =
3 A+6 8 = 2ql
5

1 17
ERA + gRB = Equ

11 8
Stad Ry = qul oraz Rp = 7ql.

Pozostate reakcje wynosza

13 1
2*1 - — 2
Re 28q oraz M, 14ql

Zadanie 16.8. Obliczy¢ sity w pretach kratownicy przedstawionej na rys. 16.8.

[ Rys. 16.8. Do zadania 16.8

Rozwiazanie. Ze statyki mozna wyliczy¢ tylko sile w precie /, wynoszaca
S) = P. Kratownica jest jednokrotnie wewnetrznie statycznie niewyznaczalna
(przesztywniona). Przyjmijmy za niewiadoma statycznie niewyznaczalna sile
S5 = X, rozciagajaca pret oznaczony numerem 5, i zastosujmy twierdzenie
Menabrei

v 12! 8S;
ax = = EF LS ax"

Obliczenia przedstawiono w tabelce.

P
Z otrzymanej sumy (w tabelce) wynika, ze X = ——= = —0,707P. Wartosci sit

S

w pozostalych pretach wynosza

1 1
Si=P S$y=S1=3P $=0707P Si=S=-3P (Ss=-0707P)
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Zadanie 16.9. Dla ramy pokazanej narys. 16.9 obliczy¢ zwigkszenie wymiaru
AB spowodowane dzialaniem obciaZenia ciaglego ¢. Sztywnosci wszystkich pre-

Nr preta S, Py A S 5—/\111
1 P 0 l 0
X 1 1
2 -2 _— l X1
V2 3 2
3 PV2+X 1 NG} 2PI+XIV2
X 1 Pl 1
4 -P- = - / —+ =Xl
V2 V2 Va2
5 X 1 ING) X2
X 1 Pl 1
6 -P- = -— / 4 Xl
V2 V2 N
X 1 1
7 _ . ] =Xl
V2 V2 2
Suma: 2XI(14+V/2) + PI(24+/2) =0

téw ramy sa jednakowe i réwne EJ.

a) APeet
HtetTtttes
et —
' brttieb]ibreeies®
’dod

Rys. 16.9. Do zadania 16.9

Rozwiazanie. Rama ma dwie osie symetrii, mozna wigc rozpatrywaé
czwarta cze$¢ ramy (rys. 16.9b). W przekrojach 4 oraz C sily tnace sg rowne zeru,

ze statyki za§ wynika, ze Ry = ga+ EPdOd oraz R; = 0. Za wielko$¢ statycznie

b)
—_’iz_.'l “%Pdod
pikiiiiidiiil SV

niewyznaczalna przyjmujemy moment A,
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Przedziat / (0 < x; < a)
OMg
oM,
Przedziat 2 (0 < x; < a)

=1

Mg =M.

1 1 1 OMp
Mg =M, — quz—Rlx:Ml - —2—qx2 — qax — =Pyoax, m‘%— =1

2

Z twierdzenia Menabrei

a a
ov 4 1 1
== 0=— [ M1 -dx M+ =g —gax— =P 1.
a1, 0 EJ/1 +/< 1+ 59X —gax 2dodx) dx
0 0
otrzymujemy

1 1
M, = gqaz + gPdoda
Warto$¢ te wstawiamy do wyrazen na momenty gnace i rézniczkujemy wzgledem

Pdoa’

1 1 oM, a
M, = —qa* + =P, LU
gl = g9 T glaoat, 5 =3
IR I, | OMgp (a x
MgZ = gqa + gPdoda"l‘ qu —qax — EPdoa'.X7 BFM; = (g — §>

Stosujemy nastepnie twierdzenie Castigliana, podstawiajac Pyog = 0

a a
ov 4 1 ,a 1 5. 1 5 a x
= —_— = — —dx — — — —— e =
S/ OPy  EJ O/-6Qa8 +0/<6qa +2qx qgax (8 2)dx

_ gqd*
T AEJ

Zadanie 16.10. Dla pierscienia przedstawionego na rys. 16.10a wykonaé wy-
kres momentéw gnacych.

Rozwigzanie. Osie /i 2 sa osiami antysymetrii pier§cienia, a wigc w od-
powiednich przekrojach wystepuja wylacznie sily tnace; jednoczesnie 08 pozioma
jest osia symetrii, zatem sily tnace, przedstawione na rys. 16.10b, sa jednakowe.
Uklad jest statycznie wyznaczalny, sita T = P/+/2. W przekroju okreslonym katem

pdlad< o< 2" sita normalna wynosi

P
Ny =~Tsing = ——\/_—Zsingo
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Rys. 16.10. Do zadania 16.10
sita tngca
Tp=+Tcosp= +i cos @
V2
a moment gnacy
My = —Trsing = —irsin(p
V2

Wykresy sit wewnetrznych przedstawiono na rys. 16.10c, d, e.
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Zadanie 16.11. Obliczy¢ reakcje podporowe dla ramy podanej narys. 16.11a.

Rys. 16.11. Do zadania 16.11

Rozwiazanie. Sile P przenosimy wzdhuz jej linii dziatania do przegubu 4,
a wowczas mozemy dla pozostalego ukladu zastosowac zasade antysymetrii

(rys. 16.11b).
Z rownan statyki otrzymujemy
P 1
I'=—, R=H=ZP
V2 2

zatem reakcje podporowe ramy (rys. 16.11a) wynosza

1 3
B=C=D=—-P A=R+P==P
27 + 2

Zadanie 16.12. Dla uktadu pokazanego na rys. 16.12 wyznaczy¢ sity w pre-
tach. Dane: P, [, F, o.
ODPOWIEDZ:

P P 1
S = S :S = 1-—
A= Jcosat1 4B = 24D = 5 cosa < 2cos3a—|—1)

Rys. 16.12. Do zadania 16.12 Rys. 16.13. Do zadania 16.13
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Zadanie 16.13. Dla ram podanych na rys. 16.13a i b obliczy¢ sktadowe pio-
nowe przemieszczen punktow K.

ODPOWIEDZ:
Ma? 1P
A k=355 » K= 56087

Zadanie 16.14. Obliczy¢ reakcje podporowe dla ram pokazanych na
rys. 16.14a-d.

a) b)

- a
/q [ !
nnm | g
A A [«—] 4
% 1
o R - il
e
y P=90 bam I
Y > : ~
H 7 -~
o < |
e
|
|
2%‘

Rys. 16.14. Do zadania 16.14

ODPOWIEDZ:
39 13
H= ! R = L—OMO r
c) =37 I—qr2(3n+4)— 410g
1 4—7
= — = —P= 4 P
d) R=5P H=_—2P=045
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Zadanie 16.15. Obliczy¢ wartos¢ sity S w sprezynie faczacej dwie belki, po-
kazanej na rys. 16.15.

ODPOWIEDZ:
g 5ci2P
"~ 2(2EJ+cB)

Rys. 16.15. Do zadania 16.15 Rys. 16.16. Do zadania 16.16

Zadanie 16.16. Obliczy¢ reakcje podporowe dla tuku podanego na rys. 16.16.

ODPOWIEDZ. O$ pionowa tuku jest osia antysymetrii, uktad wigc staje sig ze-
wnetrznie statycznie wyznaczalny. Zaznaczone na rysunku reakcje podporowe wy-
nosza

1 1
R=-P H=:P
2" 2

Zadanie 16.17. Dla ram podanych na rys. 16.17a i b wyznaczy¢ reakcje pod-
porowe, stosujac zasade antysymetrii.

Rys. 16.17. Do zadania 16.17

ODPOWIEDZ: y
a) H=0, R:;, b) A=B=C=D=gq/

Zadanie 16.18. Dla ramy pokazanej narys. 16.18a wyznaczyc¢ sity wewnetrzne
oraz strzatke ugiecia f w punkcie przytozenia sity P.
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P
7 B | s AN
A B p 2 2
T B ) — —_CB
£ ] =0 2£
2

Rys. 16.18. Do zadania 16.18

ODPOWIEDZ. (Oznaczenia wedtug rys. b).

1 23 13 P23
M= —-—P My = —— —_—
1=-3 M=-gh =0Ty

Zadanie 16.19. Dla ramy podanej na rys. 16.19a i ¢ wykona¢ wykresy sit
wewnetrznych oraz obliczy¢ strzatke ugiecia f pod sita P.

Rys. 16.19. Do zadania 16.19

ODPOWIEDZ:
— dla ramy na rys. a (oznaczenia wg rys. b)

P 2
N, =05P. T =0, Mlzjr(l—E)?_O,ISPr

Pr
=0,148—
[=0,148—~

—dlaramy narys. ¢

Pré (3 1 Pr}
f——‘"— (gﬂ:—l—ﬁ) —0,019@

Zadanie 16.20. Wyznaczy¢ momenty gnace wystepujace w punktach 4 i B
ramy, ktora jest obciazona sitami P (rys. 16.20).

ODPOWIEDZ:

My~ —-04Pa, Mp=0,6Pa
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P
/]
tB L \\ /
| | ]
% ] ; T
y : I |
/ \
a a Q_— ; a
P 2 2
Rys. 16.20. Do zadania 16.20 Rys. 16.21. Do zadania 16.21

Zadanie 16.21. Stosujac twierdzenie Castigliana i Menabrei, wyznaczy¢ mo-
menty M w narozach oraz strzatke ugigcia f dla ramy pokazanej na rys. 16.21.
Sztywno$¢ wszystkich pretow jest rowna EJ.

ODPOWIEDZ:
ybe f= 5 Pd
T 16" 7 384 EJ



Wzor 1 rownania Maxwella-Mohra

17

Wprowadzenie

W ukladach wielokrotnie statycznie niewyznaczalnych (lub posiadajacych wigk-
sza liczbe przedzialdw) stosowanie dotychczasowych metod staje sig zbyt praco-
chlonne i w takich przypadkach korzystnie jest stosowac metode Maxwella-Mohra.
Wyznaczenie przemieszczenia danego punktu K belki wieloprzestowej (lub
konstrukeji itp.) sprowadza si¢ do wzoru Maxwella-Mohra
_ [ Magimgi
fK—-l g (17.1)

gdzie: M,; — moment gnacy w kolejnym przedziale, wywotlany obciazeniem dzia-
tajacym na uklad, my; — moment gnacy w tym przedziale od sity uogélnionej jed-
nostkowej Px = 1, przylozonej w punkcie X (odpowiadajacej wspotrzednej fx).

Wystepujace w powyzszym wzorze catki daja sig stosunkowo tatwo obliczaé
metodq Wereszczagina, z wykorzystaniem tabl. 17.1.

Wyznaczenie reakcji X1, X2, ..., X;, ..., X, w ukladach wielokrotnie statycznie
niewyznaczalnych przeprowadza sig przy zastosowaniu rownan Maxwella-Mohra
(tzw. réwnania kanoniczne metody sif)

X181+ X012+ X3013+ ...+ Xib 4. ..+ X801, +810=0
X181 + X260+ X383+ ...+ Xi&i+ ...+ X80+ 520 =0

(17.2)
X16m + X280 + X383+ ..+ XS+ .. .+ XS+ 80 =0
W powyzszych rownaniach wyrazenia typu J;; oznaczaja
5= [ MeMe (173)

EJ
!
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Zadanie 17.1. Obliczy¢ ugiecie belki pod sita 2P (rys. 17.1).

a) b)
X2
o Pe=1
X P 2P x x
D bl o
é% 8 c 2\ :B i AN
2 A 2 A
R1=§P¥_ L L L _u;;n2=§P R=% : ! R2
cl y | d) ’ : :
s M,‘r Phet ,
- = | |
qorn wjm { y T
. t e,
x x

Rys. 17.1. Do zadania 17.1

Rozwiazanie. Aby rozwiaza¢ zadanie metoda Maxwella-Mohra, przykia-
damy w punkcie C belki site dodatkowa Py = 1 (rys. 17.1b). Momenty gnace od
obciazenia rzeczywistego i od sity jednostkowej wynosza:

—w przedziale 1 (0 < x; <)

1

4
M, = §Px, mg = gx

—w przedziale 2 (I < xp < 21)

4 1 1
My= -Px—P(x—1) = §Px+Pl. mg = 3X

3

—w przedziale 3 (0 < x3 < /)
5 2

M, = §Px, mg = gx

Stosujac wzor Maxwella-Mohra (17.1), otrzymujemy

/ 2] I
1 4 x 1 x 5 2 23 PP
= — | [2px-Z - z 2py. 2 =2
f= 0/3 x3dx+1/<3Px+Pl)3dx+O/3Px xdx| =

Powyzsze catki wyznaczono sposobem Wereszczagina, korzystajac z tabl. 17.1.

Przedzial I (poz. 3 kolumna 5)
1 4 1 4

Przedziat 2 (poz. 4 kolumna 6)

1 14 12 5 1 2 41 3

PP

=l
6 3
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Przedziat 3 (poz. 2 kolumna 4)
15 10

=L 2y
G=33M31=

PZ3< 41 10) 23 PP3

] —_— e ——
f=g0+0+G) =57 54 27)  18EJ

EJ

Ten sam wynik uzyskalismy, stosujac twierdzenie Castigliana (zad. 15.3).

Zadanie 17.2. Stosujac metode Maxwella-Mohra, obliczy¢ skladowa pozioma
przemieszczenia podpory przesuwnej dla ramy z zad. 15.5.

a) b) c) d)
I
9 H=0 &
4}9 +qi?
R RIS
T
< ? -
|
Pe=1

Tt

Rys. 17.2. Do zadania 17.2

~>

Rozwiazanie. Wykres momentéw gnacych M, od obciazenia ciaglego ¢
przedstawiono na rys. 17.2b, a od sity jednostkowej (rys. 17.2¢) — na rys. 17.2d.
W precie pionowym M, = 0, a wigc catka we wzorze Maxwella-Mohra dla
tego przedzialu jest réwna zeru. Dla preta poziomego mamy (poz. 2 kolumna 8
tabl. 17.1)

1 1 ql*h
0+=.2 2
/= EJ( * ql hl) 24E7

Zadanie 17.3. Obliczy¢ reakcje podporowe belki, pokazanej na rys. 17.3a,
stosujac rownania Maxwella-Mohra oraz sposéb Wereszczagina.

Rozwiagzanie. Belka jest dwukrotnie statycznie niewyznaczalna. Jako sta-
tycznie niewyznaczalne przyjmujemy reakcje Xj i X;. Stan 0, 1 i 2 oraz odpowia-
dajace im wykresy momentow gnacych przedstawiono na rys. 17.3b-g. Dla uktadu
dwukrotnie statycznie niewyznaczalnego réwnania Maxwella-Mohra (17.2) maja
postac

X161 + X612+ 610 =0
X281 +X20024+ 80 =0

(17.4)
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al

b)

Wspdlczynniki w powyzszych réwnaniach obliczymy za pomoca tabl. 17.1:

9 |
X
T 1 2
stan 0
T e ,
%_LLL#
I ) 1p2¢8
stan 1
I'E : e
+
{
L
stan 2
‘ Xy=1 ' Z

)

8y —dlarys. 17.3e, poz. 3 kolumna 5

1 8 5
=2.20.21-21=2]
on 3 3

512 —dlarys. 17.3e1 g, poz. 4 kolumna §

5
812 = &) :o+éz(1+2-21)1: P

6

21

Rys. 17.3. Do zadania 17.3
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Sj0—dlarys. 17.3cie, poz. 2 kolumna 9
1
Sio=7 (—2q1%) -21-21 = 24/

&y —dlarys. 17.3g, poz. 3 kolumna 5
1
3
W tablicy 17.1 nie ma schematu do obliczenia wspolczynnika &g, nalezy wigc
obliczy¢ catke

520:/ éo)mmdx

1

1
& = o+§m =P

1
Z rysunku 17.3b dla calej dtugosci belki moment méo) =- quz, dla lewej potowy

belki mé,z) = 0 (rys. 17.3g), natomiast dla prawej polowy mé,z) =1-(x-1), zatem

2/
820 =0+/ (—%qxz) (x—Ndr= —~§qu4
I}

Réwnania Maxwella-Mohra (po skréceniu przez /°) maja postac

8 5
X =4X-Z—291=0

3 6
5 1 17

Identyczny uklad réwnan otrzymano w zad. 16.7. Rozwigzaniem ukladu jest

11 8
X = %ql oraz X = 7ql.

Zadanie 17.4. Obliczyc¢ reakcje podporowe dla ramy pokazanej na rys. 17.4.
Rozwiazanie. Uklad jest symetryczny; z rownania réwnowagi wynika, ze

1 . .. .
R= EP' Jako reakcje statycznie niewyznaczalne pozostaja H = Xj oraz M = X5.

Stan 0, 1 i 2 oraz odpowiadajace im wykresy momentow gnacych sg pokazane na
rys. 17.4b-g. Wspoétezynniki do réwnan Maxwella-Mohra obliczamy na podstawie
tabl. 17.1

1 a2 (poz. 3 kolumna 5
o =2 ghhh-i—hhl— h <§h+l) oraz poz. 1 kolumna 3)

1

oraz poz. 1 kolumna 3)
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b} stano ¢} stans d) ston2

P
X1 X
Z 77 VA4 K
?ﬁ R Zﬁ X, =1 X
e} f) gl

1
Rys. 17.4. Do zadania 17.4

11 1
810 =20+ 5 - 7 PI(~h)l = —§Plzh (poz. 1 kolumna 7)

&n=2-1-1-1-h+1-1-1=2h+1 (poz. 1 kolumna 3)

1
520=2'0+%~£-1‘-P1~1-l: gPz2 (poz. 1 kolumna 7)

Po podstawieniu wspolczynnikow do réwnan (17.4)
2 1
Xih? (§h+l> —Xh(h+1)+ gPlzh =0
1
“Xih(h+1) + X (2h+1) - §P12 =0

otrzymujemy

3PP PP
gh(hy2l) O

n=H 8(h+20)

Zadanie 17.5. Stosujac metodg Maxwella-Mohra, wyznaczy¢ sity wewnetrzne
w ramach podanych w zadaniach: 16.7, 16.13 oraz 16.14.



Plyty kolowosymetryczne

18

Wprowadzenie

Oznaczenia przyjete w analizie ptyt kotlowosymetrycznych podano na rys. 18.1.
Pod dzialaniem osiowosymetrycznego obciazenia na obwodzie okreslonym pro-
mieniem 7 punkty powierzchni $rodkowej ptyty doznaja przemieszczenia w, za$
styczna do linii ugiecia tworzy z poziomem kat ¢ (rys. 18.1).

a) p
K
LT
IS
wy
$2a
]

Rys. 18.1. Ptyta swobodnie podparta na obwodzie 1 obciazona sitg P
Na obwodzie wycigtego z ptyty krazka o promieniu r dziataja sity tnace ¢, mo-

menty gnace promieniowe m, oraz obwodowe m,. Wielkosci te dotycza jednostki
dhugosci obwodu krazka i wynosza

m,:D<99+v9> (18.1)
dr Iz
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d
m,~D(§+va—r“3> (18.2)

gdzie D — sztywno$¢ walcowa plyty (sztywnosé ptytowa)

ER3

D= — " —
12(1 - v3)

(18.3)
h — grubos¢ plyty.
Jednostkowa sile tnaca ¢ oblicza sie z warunku réwnowagi krazka o promieniu r.
Dla plyty obciazonej osiowo dziatajaca sita P (rys. 18.1b) sita tnaca wynosi

P

Rownanie linii ugigcia powierzchni $srodkowej ptyty kotowej ma postac¢

dl1d/ dw t

Naprezenia w ptytach (promieniowe lub obwodowe) oblicza sig¢ ze wzoru

6m
Zadanie 18.1. Dana jest ptyta kolowosymetryczna utwierdzona na brzegach
i obciazona w srodku sita P oraz obciazeniem g (N/mmz) roztozonym réwno-
miernie na calej powierzchni plyty, jak podano na rys. 18.2. Wyznaczyé strzatke

ugiecia f tej ptyty.

9 .
7 T Z
VA LV o
AE ———=— ——— o — Z
777 \~~_Q;_._«)\\i /,/// r
rgl s 4
¢2a i
Wi Rys. 18.2. Do zadania 18.1

Rozwiazanie. Z warunku rownowagi wycietego z plyty krazka o promie-
niu » znajdujemy (analogicznie do zaleznosci 18.4)

e P
= %Jr?n—r (18.7)

Po podstawieniu tej wartosci do rownania (18.5) mamy
d|ld/ dwy|_ gr P
arlrar\"d@ )]~ 2D 2nDr
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po scatkowaniu za$ otrzymamy

1d/ dw g? P
m(’a) =74p " mp M ta

Po pomnozeniu obu stron tego roéwnania przez r i ponownym scatkowaniu otrzy-
mujemy

dw qr4 P [(Plar # =
r——-——— —

dr 16D 2nD
stad

_dw _ qr3 Pr G

-
Po ponownym scatkowaniu mamy
4 2
qr Pr r?
=—————(Inr-1)+C— -Gl .
w eiD 87TD(nr )+ 17 CInr+ G (18.9)

State catkowania wyznaczamy z warunkow brzegowych. Tak wigc dla ptyty przed-
stawionej na rys. 18.2 katy ugigcia w $rodku i na brzegu ptyty sa réwne zeru

(@)=0=0, (9)r==0
Po podstawieniu tych warunkow do réwnania (18.8) znajdujemy

2
qa P
C=-=4+-—2lna-1), =0 18.10

1= 8p T gmp P91, C (18.10)
Stata catkowania C3 wyznaczamy z warunku, ze ugiecie na brzegu plyty jest rowne
zeru: (w), =, = 0. Stala ta jest jednoczesnie rowna strzalce ugiecia f $rodka piyty

i wynosi (z rOwnania (18.9))
ga* Pa?

G=/=Wr0= G5~ D

(18.11)

Po zrdzniczkowaniu rownania (18.8) i podstawieniu do wzoréw (18.1)1(18.2)
otrzymujemy wyrazenie na momenty gnace w ptycie, a ze wzoru (18.6) — warto$ci
naprezen.

Zadanie 18.2. Dla ptyty kolowosymetrycznej utwierdzonej na brzegach, pod-
danej dziataniu réwnomiernie rozlozonego obciazenia ¢ (N/mm?) — podanej na
rys. 18.3a — narysowac przebieg linii ugigcia powierzchni $rodkowej, poda¢ wy-
kresy — jako funkcje promienia » — momentow promieniowych m, i momentow
obwodowych m, oraz wyznaczy¢ najwieksze naprezenia Gpgy.
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q
\ A
M, ~—
b)
0 9 o
- [
linia ugiecia |
wy |
c) 4
mr‘} |
|
Nc;gl ’
o o I
3 I
- a
0
d)
me b :
!
g m |
b l
] Ly
0 ‘ s

=qa’ Rys. 18.3. Do zadania 18.2

Rozwiazanie. Rownanie linii ugiecia powierzchni srodkowej plyty otrzy-
mamy z wyrazenia (18.9) dla P = 0 i statych calkowania okreslonych wzorami
(18.10)1 (18.11)

Przebieg linii ugiecia pokazano na rys. 18.3b.
Po dwukrotnym zrdzniczkowaniu powyZzszego rownania otrzymujemy

d*w do q 2 2
@~ a iep@ )
Po podstawieniu tej zaleznosci do wzoréw (18.1) i (18.2) znajdujemy

1

= Téq[az(H—v)—rz(3+v)]

my
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1
m =

= Rq[a2(1+v)—r2(l+3v)]

Wykresy momentow gnacych jako funkcje promienia r pokazano na rys. 18.3c i d.
Na brzegu plyty, tj. dla r = a, momenty te wynosza

1 1
(Mo =My = —24d>, (M)rmq =M, = —vgga® = VM,

natomiast w srodku ptyty (dla r = 0)

2 4
= T __9qa
(my)y=0 = (M) =0 = My = T (1+v), f= D

Najwicksze naprezenia wystepuja na brzegu plyty 1 wynosza
6M, 3ga?

Omax = _hz— = 4—}12“

Zadanie 18.3. Wyznaczy¢ naprezenia maksymalne w ptycie kolowosyme-
trycznej utwierdzonej na brzegach i obciazonej w $rodku sita skupiona P

(rys. 18.4).

N
|
¥
13
]\1
\
)
SIS
N

- Rys. 18.4. Do zadania 18.3

Rozwiazanie. Podobnie jak w przyktadzie poprzednim, znajdujemy

%ﬁ—’:%(lng—l). m,:%[(l+v)1n§—1}7

n;

P
=— {(H—v)lng—v]

‘i r
Momenty gnace na brzegu plyty (dla » = a) i strzatka ugigcia w Srodku plyty wy-
nosza

P VP Pa?
= —_—— M=—-—= A{’.7 = - —

My=-gny Mi=—go=vMy [="1¢D

Z otrzymanych zalezno$ci na momenty gnace M, i M; wynika, Ze momenty
te, a wiec i naprezenia, w $rodku ptyty (tj. dla r = 0) sa nieskonczenie duze. Wy-
nik ten otrzymujemy przy zatozeniu, ze sita P jest przytozona w jednym punkcie,
a wiec na obszarze o promieniu r = 0. W rzeczywistosci sita P zajmuje pewien
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obszar i naprezenia maksymalne w $rodku ptyty obciazonej sita skupiona okresla
sig¢ wzorem przyblizonym

P
Omax = 75 (1 +V) (0,485111% + 0,52)

Zadanie 18.4. Wyznaczy¢ naprezenia maksymalne, strzatke ugiecia f* oraz
kat 6 nachylenia brzegéw plyty o grubosci £ i promieniu a (rys. 18.5), poddanej
czystemu zginaniu momentami My przylozonymi na obwodzie ptyty (nateZenie
momentow My wynosi N-m/m lub kG - cro/cm).

$2a
< [ MO
I :
Mo SN - ; _ r
1“4“.0, T .
Rys. 18.5. Do zadania 18.4

Rozwiazanie. Do réwnan plyty kolowosymetrycznej (18.8) i (18.9) pod-
stawiamy P = 0 oraz ¢ = 0 i otrzymujemy

_lcr_l_gz. W~Cﬁ—Clnr—|—C (@)
?=3™ r’ Tl T ’

Z warunku (@),—o = 0 otrzymujemy C; = 0. Uktad wspétrzednych mozemy prze-
suna¢ réwnolegle z punktu O do punktu O (rys. 18.5), a wowczas (w)r=0 = 0,
zatem C; = 0. Dalszy warunek brzegowy to (m,.) =, = Mp.

Po zrézniczkowaniu zaleznosci (a), dla C; = 0, otrzymujemy do/dr = %Cl,
zatem z rownania (18.1) otrzymujemy

1 1
(M) r=a=Mo=D (EC] + V~2'C1>

Stad
2My
D(1+v)
Po podstawieniu tej zaleznosci do wzoru (a), ktadac » = a, dla ptyty pokazanej
narys. 18.5 otrzymujemy

Man Moa 6M0

= — 9 = ——, = —
T=aswy D(i+v) TR
Poniewaz w danym przypadku zawsze m, = m, = Mp, promienie krzywizn sa
jednakowe p| = pz; powierzchnia $rodkowa plyty przyjmuje wiec ksztalt czaszy
kulistej o promieniu
2 D(l+v)

G My

C =
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Zadanie 18.5. Wyznaczy¢ strzalke fikat 6 ugiecia plyty swobodnie podpartej
na brzegach i obciazonej na powierzchni rownomiernie roztozonym obciazeniem

g (rys. 18.6).

N $2a
q
4
< e ———— ~__‘ p— A
\\\\\ e —
/Z/ h W/

Rys. 18.6. Do zadania 18.5

Rozwiazanie. Doréwnan (18.9) 1 (18.8) podstawiamy P = 0. Z warunkéw
brzegowych

(@)r=0=0. (W)y=¢=0, (m)r=a=0

otrzymujemy
(54 v)qa* qa® 3(3+v)gqa®
f= ) = y  Omax = 3
64D(1+v) 8D(1+v) 8 h

Powyzsze zaleznoéci mozna rowniez otrzymacé jako superpozycje plyt poka-
1
zanych narys. 18.3118.5dlaM, = My = gqaz.

Zadanie 18.6. Wyznaczyé strzatke ugiecia f ptyty przedstawionej narys. 18.7.
Rozwiazanie. Z warunku réwnowagi srodkowej czesci ptyty o promieniu
r (dla a < r € 2a) otrzymujemy
1 ga?

t=—qr— =—
qu 2r

i wstawiamy do réwnania (18.5). Z warunkéw brzegowych
(W)r=2a=0, (Mmp)r=a =0, (M)r=2a=0

po wykonaniu obliczen dla v = 0,3 otrzymujemy

ga®

f: (W)r=ﬂ = 10762Eh2

Zadanie 18.7. Okreéli¢ warto$é sily tnacej ¢ oraz poda¢ warunki brzegowe do
rownan (18.9) i (18.8) dla ptyty pokazanej na rys. 18.8.

ODPOWIEDZ:

Pb
= - W)r=a=0, (9)r=a=0, (my)r=p="0
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NN

| :

¢hLa | ‘
q //;” K = \
T 7 —
i - %
i ———t——teay $2a
VA4 $2a V4 o2r -
$2r $2b
i ]
Rys. 18.7. Do zadania 18.6 Rys. 18.8. Do zadania 18.7

Zadanie 18.8. Wyznaczy¢ naprezenia maksymalne w tloku, przedstawionym
narys. 18.9, poddanym dzialaniu cis$nienia g.

iz ¢Za
@2b

m@w

-
|
-

I
S

Rys. 18.9. Do zadania 18.8
Rozwiazanie. Ze statyki, z warunku rownowagi krazka o promieniu 7
otrzymujemy

_qr qa2
T2 2

Podstawiamy wartos¢ ¢ do rownania (18.9) oraz (18.8) i otrzymujemy

t

qr qa‘r Cir G
IS LA it e 22
9=-1¢p+ gp PIr—1+3

4 2,2 2

6%_% (lnr—1) - = — Gy Inr+Cs

State calkowania wyznaczamy z warunkéw brzegowych

Wr=s=0, (@)r=6=0, (m;)r=a=0



Rury 1 zbiorniki cisnieniowe

19

Wprowadzenie

Zbioriki lub rury traktujemy jako cienkoscienne, jezeli ich promienie gléwne
krzywizn r sa co najmniej pie¢ razy wigksze od ich grubosci g (r > 5g).

Rozwazania ograniczymy do cienkosciennych zbiornikow (naczyn) osiowo-
symetrycznych poddanych dziataniu ci$§nienia wewnetrznego p. Dla takich zbior-
nikow naprezenia gldwne — blonowe zwiazane sa zaleznoscia

Ay 2P (19.1)
r r g

gdzie: ry i rp — promienie gtowne krzywizny powloki, tj. powierzchni utworzo-
nej z punktdw jednakowo oddalonych od wewnetrznej 1 zewngtrznej powierzchni
zbiornika, o) — naprezenia obwodowe, 6, — naprezenia poludnikowe (wzdtuzne).

Jezeli oprocz naprezen btonowych wystepuja w powloce naprezenia od zgina-
nia, to musimy je dodatkowo uwzglednié.

W przypadku rur grubosciennych (» < 5g) poddanych dziataniu cisnienia we-
wnetrznego p, i zewnetrznego pp naprezZenia promieniowe o, i obwodowe oy,
wystepujace na dowolnym promieniu #, okreslone sa wzorami (rys. 19.1)

_ Dot —pa@®  pp—pa @’

% 22 2 22
(19.2)
_ pub*—paa® | py—paa*b?
T2 a2—bp 2

za$ przemieszezenie promieniowe (wydhuzenie promienia r)

r(psb? — paa®) (1 - v) + L os—pa)d@?(14v)|  (193)

1
TR y
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Rys. 19.1. Naprezenia w rurze grubosciennej poddanej dziataniu ciSnienia wewnetrznego p, i ze-
whetrznego pp

Zadanie 19.1. Obliczyé¢ wymagana grubo$¢ g blachy zbiornika walcowego
zamknietego dnami i poddanego dziataniu ci$nienia wewnetrznego p. Obliczy¢
rowniez przyrost objetosci zbiornika pod wplywem tego ci$nienia, majac dane:
promien » = 1 m, dlugo$¢ / = 4 m, cisnieniec wewnetrzne p = 3 MPa, &, =
=120 MPa, E =2.1-10° MPa, v=03.

Rozwiazanie. W miejscach potaczenia powloki walcowej z dnami zbior-
nika powstaja dodatkowo naprezenia od zginania, lecz dostatecznie daleko od den
wplyw ten zanika i pozostaje tylko stan blonowy.

Naprezenia obwodowe o7 w stanie blonowym powloki mozemy wyznaczy¢
ze wzoru (19.1), ktadac r) = r oraz r, = o

pr
oy == (19.4)
g
Naprezenia wzdhuzne o, w powloce walcowej wyznaczamy z warunku réwno-
wagi czedci zbiornika przecietego plaszczyzna prostopadia do jego osi wzdtuzne;j,
otrzymujac
_pr
oy = % (19.5)
Obliczenie wymaganej grubosci g plaszcza walczaka przeprowadzimy przy za-

stosowaniu hipotezy wytrzymatosciowej Tp,,,. Naprezenia gldwne w danym przy-
padku wynosza o] = 20, za$ o3 = 0, przeto naprezenie zredukowane (ze wzoru

9.3)!) wynosi
Cred = O1 < kr

zatem

pr 3-1000
> —_= =
g/k, " 120 25 mm

1) Stosujac hipoteze Hubera (wzér 9.1), otrzymamy 6.4 = 0,8660;
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Wydtuzenie wzgledne w kierunku obwodowym (a zarazem i promieniowym) &
oraz w kierunku wzdhiznym &, zgodnie ze wzorami (3.3) wynosza

_ 1 _ 1 2. 60) — -5
& = (o —Vvop) = 2,1.105(120—0,3 60)=49-10
6=~ (02— voy) = = (60-03-120) = 11-10"
2T E TV T 08 ’ -

Jednostkowy przyrost objetosci walczaka wynosi wige
Av= (146 (148&)-1=2e+e+a+2aa+ee

Wystepujace w powyzszym wyrazeniu iloczyny odksztatcen —jako mate wyz-
szego rzedu — odrzucamy, a wowczas

Av=2¢1+e =2-49-1075+11-107° = 109107
zatem przyrost objetosci czesci walcowej zbiornika wynosi

AV = VAv = ar2lAv = - 100% 400109 - 107 = 13700 cm?

Zadanie 19.2. Walczak o $rednicy d = 1,2 m i dlugoséci / = 4 m wykonany
z blachy stalowej o grubosci g = 2 cm zostal poddany dzialaniu nadci$nienia we-
wnetrznego p = 4 MPa.

Obliczy¢ naprezenia w walczaku, powigkszenie Srednicy d oraz przyrost ob-
Jjetosci walczaka.

ODPOWIEDZ:

o1 = 120MPa, o0, =60MPa, Ad=0,58mm, AV =49dm’

Zadanie 19.3. Walczak o $rednicy d = 2 m i dtugosci / = 8 m jest zamknigty
ptaskimi dnami.

Wyznaczy¢ minimalna grubo$¢ plaszcza, jezeli cisnienie w walczaku wynosi
p = 1.2 MPa, granica plastyczno$ci materiatu ptaszcza R, = 240 MPa, wymagany
za$ wspolczynnik bezpieczenstwa n, = 1,6. Obliczy¢ réwniez przyrost objetosci
walczaka, gdy E =2,1-10° MPa, a v = 0,3.

ODPOWIEDZ. Dla k. = 150 MPa minimalna grubo$¢ plaszcza wynosi
go = 8 mm; ze wzgledu na korozjg itp. przyjmujemy g = 10 mm, wéwczas
61 = 120 MPa, o, = 60 MPa, AV = 27,4 dm?.

Zadanie 19.4. Na rure miedziana o srednicy zewnetrznej d = 20 cm i grubosci
g1 = 3 mm nalozono bez luzu i weisku rure stalowa o grubosci g2 =4 mm. Dane:
fp=1,1-10° MPa, E;; = 2,1-10° MPa.

Obliczyé:

a) naprezenia w miedzi i stali, jezeli wewnatrz rury powstanie cisnienie
p=>5MPa.
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b) dopuszczalne ci$nienie p w rurze, jezeli naprezenia dopuszczalne dla mie-
dzi i stali wynosza odpowiednio k,, = 60 MPa, k;, = 100 MPa.

ODPOWIEDZ:

a) o,=47MPa, o, =90MPa

b) p=56MPa

Zadanie 19.5. Wyznaczy¢ naprezenia w powtoce otwartego zbiornika stozko-
wego wypelnionego ciecza o cigzarze wlasciwym 7.

Rys. 19.2. Do zadania 19.5

Rozwiazanie. Naprezenia blonowe w powlokach osiowosymetrycznych,
poddanych dziataniu ci$nienia wewnetrznego p okreslone sa wzorem (19.1), przy
czym grubos¢ powtoki czesto oznacza sig litera 8, a promienie krzywizn: py 1 p3.

W przekroju poprzecznym (poziomym) A4-B okreSlonym wspolrzedna y
(rys. 19.2) ci$nienie w cieczy wynosi p = y(H — y). Promienie krzywizn w tym
przekroju wynosza r; = AC = ytga/cosa oraz rp = .

Po podstawieniu tych wartosci do wzoru (19.1) znajdujemy

o = PUH )0
! dcosa

Na dolna cze$¢ zbiornika odcieta (w mysli) ptaszczyzna AB dziala ciénie-
nie p na powierzchni e, naprezenie o, na powierzchni 2nr8, dziatajace wzdtuz
tworzacych stozka, oraz ciezar cieczy zawartej w dolnej czesci stozka, polozonej
ponizej plaszczyzny AB. Rownanie rzutéw tych sit na o pionowa ma posta¢

1
>P,=0y-2nrécosa — pmr? — gnrzyy =0
Stad

2
yY(H ~ gy) tga

Oy =
2 28 cosa
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Najwieksze naprezenia w zbiorniku wystgpuja w tym przekroju, gdzie napre-
Zenia o) osiagaja maksimum. Z przyréwnania do zera pochodnej o wzgledem v
znajdujemy, ze dzieje sigto dlay = %H i w tym przekroju odpowiednie naprezenia
wynosza

_ yHtgo _ yH*tiga 2 _ VyH*igo

T 45cosa’ T 65cosa 300 %4 T a5cosa

&

Zadanie 19.6. Obliczy¢ najwieksze naprezenia zredukowane, jakie wystapia
w $ciance zbiornika utworzonego z dwéch stozkow przyspawanych do pierscienia
o przekroju kwadratowym [l a i promieniu R (rys. 19.3a), gdy cisnienie w zbior-
niku wynosi p. Obliczy¢ réwniez naprezenia w pier§cieniu.

Rys. 19.3. Do zadania 19.6

Rozwiazanie. Dla dowolnego promienia » naprezenia obwodowe o
obliczamy ze wzoru (19.1) dla p; = rtga/sina oraz p; = co. Otrzymujemy
o1 = pr/dcos a. Z warunku réwnowagi (rys. 19.3b)

nlp = oycosa - 2nrd

otrzymujemy

__pr 1
= 5cosa 20

Naprezenie zredukowane obliczamy wedhug hipotezy Hubera dla o3 = 0

o2

=501

2 9T 35cosa

Ored = %[(0’1—%61)2%-(61—0)2-{-(%0'1—0)2} V3o V3
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Najwigksze naprezenie zredukowane wystapi dla » = R i wynosi ono

V3pR

Gy = ———
M7 28cosa

Obciazenie piericienia') jest pokazane na rys. 19.3c i d. Piercien znajduje sig
pod dzialaniem obciazenia ciaglego g = 2Ssina, gdzie S = 0268 (rys. 19.3¢), przy
czym dla r = R, po podstawieniu wzoru na oy, otrzymujemy g = pRtga. Z wa-
runku rownowagi (rys. 19.3d) wynika, ze naprezenie obwodowe ($ciskajace)
w pier$cieniu wynosi

R tg ot
oo = b alg
Zadanie 19.7. Cienka rure kotowa o gruboscei §cianki § 1 promieniu $rednim
przyspawano (przytwierdzono) do nieodksztatcalnej (grubej) ptyty (rys. 19.4). Wy-
znaczy¢ naprezenia maksymalne i zredukowane w rurze pod dziataniem ci$nienia
wewnetrznego p.

Rys. 19.4. Do zadania 19.7

Rozwiazanie. Przyjmujac zalozenie, ze rura nie przenosi wzdtuznych
naprezen btonowych (lewy koniec rury jest zamkniety np. ttokiem) — pod dzia-
laniem ciénienia wewnetrznego p powstana w rurze naprezenia obwodowe,
okreslone wzorem (19.4)

pr
G]:g‘

zatem przyrost promienia rury wynosi

2
O} pr
=rg=F—= 5% (19.6)
Si=re=rg=TFs

1) Sity S, jakimi powtoki stozkowe dziataja na piericien (odniesione do 1 cm biezacego ob-
wodu o promieniu R), daja wypadkowa rowna obciazeniu ciagtemu g. Na rysunku 19.6¢ pokazano
réwnolegtobok sit dajacych wypadkowa g, przenoszac rdwnolegle wektory sit S (zaznaczone cienka
linia) do punktu przylozenia wypadkowej, tj. obciazenia g.
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W przekroju utwierdzenia dziatanie nieodksztalcalnej ptyty na rure mozemy zasta-
pi¢ sila Ry i momentem My (przypadajacym na jednostke obwodu). Wartosé tych
reakcji obliczymy z warunku ciagtosci odksztatcen (rys. 19.3).

Jednostkowa beleczka wycigta wzdtuz tworzacej rury zachowuje sie jak belka
na sprezystym podiozu o stalej sprezystej podtoza

_ES

k= = (19.7)
zatem zgodnie ze wzorem (13.6) otrzymamy
k4 ES _</3(1—v2)
= 4D~ V 4Dr2 — r282 (19.8)

przy czym sztywnos¢ EJ belki na sprezystvm podtozu zastgpiono sztywnoscia D
beleczki wycietej z rury

E&®
D_12(1—v2) (19.9)
Belka na sprezystym podlozu obciazona na koncu sita poprzeczna i momentem
byla juz rozpatrywana (zadanie 13.2), przeto dostosowujemy otrzymane tam wzory
(13.11) oraz (13.12) do beleczki przedstawionej na rys. 19.7b. Z warunku utwier-
dzenia beleczki znajdujemy, ze przyrost promienia Ar musi byé zlikwidowany
dziataniem sity Ry i momentu My, zatem

1 (R o
f= 555 (—B——M()) =Ar= s (19.10)

a kat ugiecia 6 od sily Ry 1 momentow My musi by¢ rowny zeru (wzér (13.12))
1 Ro
g (20 =0

Z powyzszych rdwnan znajdujemy

| 282 2]
Ro=2BMy=pil —2 Moo= — P10

Zadanie 19.8. Na dluga rure cienkoscienna o promieniu » i grubosci & nato-
Zono (na goraco) pierécient o promieniu $rednim a, grubosci b i dtugosci ¢, przy
czym z zatozenia dlugo$é ¢ jest mata (rys. 19.5). Wyznaczy¢ naprezenia maksy-
malne, jakie wystapia w pierscieniu i rurze, jezeli promien wewnetrzny pier§cienia
jest o e mniejszy od promienia zewnetrznego rury.
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I

Rys. 19.5. Do zadania 19.8

Rozwigzanie. Niech P oznacza site, z jaka pierScien naciska na 1 cm ob-
wodu rury. Strzatka ugiecia f; (zmniejszenie sig promienia ») beleczki wycigtej
z rury — zgodnie ze wzorem (13.7) — wynosi

PR PP [3(1-v?) s 5
=5k =\ e T umV 3{=v?)

Rozpatrzymy teraz odksztatcenie pierscienia. Jezeli na 1 cm obwodu pier$cienia
dziata sita P, to ci$nienie, z jakim rura dziata na pierScief, wynosi p = P/c. Odpo-
wiada temu naprezenie obwodowe w pierscieniu

_pa_Fra
T b be @)
przy czym

1
a=r+5(5+b)

oraz przyrost promienia
c P
SI=9%= Fhe

Wecisk promieniowy e zostanie usunigty cze$ciowo przez odksztalcenie rury, a cze-
sciowo przez powigkszenie sie Srednicy pierscienia, przeto

21;5 \ (5) 30 ‘VZ)J”E?;

Z powyzszej zaleznoSci wyznaczamy P, a nastgpnie naprgzenia maksymalne
w rurze ze wzoru (13.5)

e=fil+|fl=

6Mpsx 6 P 3P, 1287

Omax =51 T 52ap = 2852\ 3(1—v2)

Naprezenia w pierscieniu okreslone sa wzorem (a).
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Zadanie 19.9. Rura o skokowo zmiennej grubosci jest poddana dziataniu we-
wnetrznego ci$nienia p (rys. 19.6a). Obliczy¢, jakie sity wewnetrzne wystapia
W miejscu zmiany grubosci $cianki.

G)_ " b)
PRI FFFFSEessss
R

A |

Rys. 19.6. Do zadania 19.9

Rozwiazanie. Na skutek dziatania ci$nienia wewnetrznego swobodne od-

ksztatcenia promieniowe obu rur sa rozne i wynosza
2 2
pr pr

Wiy = —— ,0[aZ Wps = ——
Is E 51 WUl 2s E 52

Aby zachowana byla ciggtos¢ odksztatcen, w miejscu ztaczenia rur powstana
sity promieniowe R i momenty obwodowe M, jak to jest pokazane na rys. 19.6b.
Odksztatcenie promieniowe w w przekroju polaczenia obu rur otrzymamy,
uwzgledniajac ugiecia od sity R i od momentu M, okreslone wzorem (13.11),
w ktorym sztywnos¢ zginania EJ belki na sprezystym podtoZzu zastapimy sztyw-
noécia ptytowa D; 1 D; taczonych rur. Warunek réwnosci odksztalcen promienio-
wych w koncow obu rur ma postaé

pr? R M pr? R M

ES 283Dy 2pID)  E& + 263D; 262D,
Podobnie z warunku rownosci katéw 6 (rys. 19.6b) na podstawie wzoru (13.12),
otrzymujemy
R M R M
TN =T
2B{Dy  BiDy 2B5D;  BeDn

przy czym
[3(1—v2) [3(1—v2)
_ 4 _—
ﬁl —x 7'26[2 . BZ V2522
ES8? ES3
TRV TP 12(1-0?)
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Z powyzszych rownan otrzymujemy

_ 4pr’ (8, — &) BEBF (BiD1 — B2 D)

_ B3D, — BID;
6,522 B7) , M=R

R ~ 2B1B2(BiD1 — BaDa)

Zadanie 19.10. Wyznaczy¢ naprezenia maksymalne, jakie wystapia w cylin-
drze silnika spalinowego (rys. 19.7a), jezeli maksymalne ci$nienie gazéw wynosi
po.

a) - b)
é [' N ‘R é,
g 2 Gl T
Po hd WU \& <
T TR T 13

Rys. 19.7. Do zadania 19.10

Rozwiazanie. Blok cylindrowy traktujemy jako nieodksztatcalny. Rozwig-
zanie przeprowadzimy metoda superpozycji. Naprezenia obwodowe w cylindrze
nie utwierdzonym, poddanym dzialaniu ci$nienia pg, wynosza

ot
a=%

zatem przyrost promienia (wedlug rys. 19.10)

2

oo por

Ar= —p ="
E' = SE (@
Poniewaz blok cylindrowy jest nieodksztatcalny, przeto taczne dzialanie momentu
utwierdzenia Mg, reakcji R oraz ciénienia py daje dla przekroju utwierdzenia

strzatke ugiecia rowna zeru. Stosujac wzory (a) oraz (13.11), otrzymujemy

2 2
por- 2RB  2MypB
i = b
SE k k 0 ®

Podobnie kat ugiecia w przekroju utwierdzenia jest rowny zeru, przeto zgodnie ze
wzorem (13.12) zachodzi zwiazek

2R 4MoP’

3 P ©
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Z réwnan (b) i (c), po podstawieniu zwigzkow (19.3) 1 (19.4), wynika

ok _pEs [P pws
0T 48E BT 48E 2\ 3(1-vE) T 4313

V252
3(1-v2)

(d)
R= ZM()B = po ¥

Rownanie momentow gnacych utworzymy przez podstawienie do réwnan (d)
i (13.10) sztywnosci ptytowej D oraz obliczonych wartosci My i R

dy R _g . _px :
= —Ee sin(fx) + Moe™P*[cos(Bx) + sin({fx)]
Korzystajac z tablic mozna wykona¢ — dla konkretnych danych liczbowych — wy-
kres momentéw gnacych i dla wzigtego z wykresu Mg q, Obliczy¢ naprezenia
maksymalne ze wzoru

_ 6Mgpax
Omax = 52

Mg =D

Zadanie 19.11. Obliczy¢ naprezenia wystepujace w lufie armatniej o promie-
niu wewnetrznym a¢ = 57 mm i zewnetrznym b = 120 mm, jezeli ci$nienie w lufie
wynosi p = 200 MPa.

Rozwiazanie. Zastosujemy wzory Lame’go (19.2) dotyczace rur grubo-
Sciennych. Podstawiamy p, = p oraz p, = 0 i otrzymujemy:

—dla promienia » = a

2 2 2 2
pa b 20057 120
_ P - = ~200.0 MP:
G bz—az( a2> 1202572 572 4

2 2 2 2
pa b 200-57 120
G’ b2~a2( +a2> s \| T 5 ) 73167 MPa

—dla promieniar = b

2 2
_ _pa b7\ _
"r—m(‘“ﬁ)—o

2 2 2
pa b 200-57
NP2 (“fgi) = Tpo_sy 2O MR

Zadanie 19.12. Dwa pierScienie stalowe wykonano w ten sposob, ze ze-
wnetrzna $rednica pierscienia mniejszego byta o wielkos$¢ e = 0.2 mm wigksza od
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wewnetrznej $rednicy pierScienia wigkszego (rys. 19.8a). Pierscien wigkszy wci-
$nieto na mniejszy (lub zmontowano przez podgrzanie pierscienia zewnetrznego).
Obliczy¢ wzajemny docisk pierécieni. Dane: a = 10 cm, b = 17 cm, ¢ = 25 cm.

ZZ) [7) by Uz

Rys. 19.8. Do zadania 19.12

Rozwiazanie. Interesujace nas wymiary uktadu w stanie przed monta-
zem podano na rys. 19.8b. Po zmontowaniu pier$cieni promien b,, pierscienia we-
wnetrznego ulegnie skréceniu o u,,, natomiast promien b, pierscienia zewnetrz-
nego ulegnie powigkszeniu o u, przy czym u; + |u, | = e. Wydtuzenia promieni
obliczamy ze wzoru (19.3), otrzymujac

ty = —E(bqui 5 [B3(1 - v) +a*(1+v)]
= —L (- v+ +v)]
T E(2-p?)

Po podstawieniu tych zaleznosci do podanego wyzej wyrazenia na e otrzymu-
jemy
_ Ee (P*=d*)(2—b%) _ 2.1-10°-0,2(170° - 100%)(250% — 170%)
1= @-a) 21703 - (2502 — 1002) =
= 51,7 MPa

Zadanie 19.13. Pierécien stalowy o promieniu wewnetrznym b i zewnetrz-
nym ¢ nalozono bez luzu i weisku na pierscien miedziany o promieniv zewnetrz-
nym b i wewngtrznym a. Obliczy¢ wzajemny docisk pierscieni po ogrzaniu uktadu
o Ar (stopni Celsjusza lub Kelvina), jezeli moduty Younga wynosza odpowied-
nio E i E,,, a wspolczynniki cieplnej rozszerzalnosci liniowej spetniaja zaleznos¢
Ay > .

Rozwiazanie. Swobodne wydtuzenie termiczne promienia b pierscieni
wynosi (rys. 19.9) Al = anbAr oraz Al = asbAr. Réznica wydtuzen e =
= bAt(ay, — o) musi byé zlikwidowana dociskiem g, powodujacym Sciskanie pier-
$cienia miedzianego i zmniejszenie jego promienia zewnetrznego o u,,. Rownocze-

216



Mied? Al

)

_—I
=\
iy

b | Dl
T

¢
T Rys. 19.9. Do zadania 19.13
$nie pierscien stalowy bedzie rozciagany i zwigkszenie jego promienia wewnetrz-
nego wyniesie u;. Wspolny promient & po ogrzaniu wyniesie by (jak to oznaczono
narys. 19.9), zatem u; + |u,| = e.

Podobnie jak w zadaniu poprzednim, ze wzoru (19.3) otrzymujemy

—gb

m[bz(l — V) + @ (14 v)],

Uy =
qb

Uy = Ev(sz—)[bZ(I —v)+ A (14 w)]

Po podstawieniu tych wyrazenn do omowionego wyzej warunku ciaglosci prze-
mieszczen us + |um| = bAt(a, — 0) otrzymujemy

_ EnEAt(a, — o) (b* — a?)(c* — b?)
9= Es(c —b2)[B2(1 — Vi) + @2 (1 + Vi) + En (b2 — @) [b2(1 — vg) + 2 (1 + vs)]




Zagadnienia dynamiczne

20

Wprowadzenie

Uwzglednienie zagadnien dynamicznych w obliczeniach wytrzymalosciowych
elementow maszyn i konstrukcji ograniczono do sit odérodkowych wystepujacych
w ruchu obrotowym uktadu dokota statej osi oraz do obliczenia okresu drgan wia-
snych uktadow o jednym stopniu swobody.

W przypadku gdy uktad obraca si¢ ze stata predkoscia katowa @ dokota statej
osi, to na punkt o masie m tego uktadu, potozony w odlegtosci » od osi obrotu,
dziata sita odsrodkowa (bezwtadnosci)

P=mp, = mro? (20.1)

gdzie p, — przys$pieszenie dosrodkowe (normalne).
Okres drgan wlasnych T ciata o masie m zawieszonego na lekkiej konstrukcji spre-
zystej (pret, belka, kratownica itp.) jest okreslony wzorem

[ fa
=2 — 20.2
n < (20.2)

gdzie: f;, — wydltuzenie (przy rozciaganiu) lub ugiecie (przy zginaniu) konstrukcji
wywotane statycznie dzialajaca sita Q = mg, g — przyspieszenie ziemskie.

W przypadku ciala zamocowanego na koncu lekkiego preta, ktérego drugi ko-
niec jest utwierdzony, okres drgan skretnych wyraza sie wzorem

[ Bl
=21,/ —- 20.3
T=2n Go ( )

gdzie: B—masowy moment bezwiadnosci ciata wzgledem osi obrotu, Jo —moment
bezwladnos$ci przekroju poprzecznego preta, G — modutl sprezystosci postaciowe]
materiatu preta, / — dlugos¢ preta.
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W zadaniach 20.14+-20.17 dotyczacych wyznaczania maksymalnych napre-
zeh o4 1 ugieé fy, powstatych w czasie uderzenia, zostaly zastosowane wzory

oy =0yKy oraz fq= fuKy

gdzie: Ky — wspolczynnik dynamiczny dla pretow (belek) lekkich wynosi

2h
Kyj=1+4/—
¢ \ %

h — wysoko$¢ z jakiej spada swobodnie puszczone ciato o cigzarze O, o, oraz
Jf« —naprezenia i ugigcia od statycznie przylozonego ciala Q.

Zadanie 20.1. Wykona¢ wykres momentéw gnacych oraz obliczy¢ ugiecie
punktu 4, jezeli rama, przedstawiona na rys. 20.1a, obraca sie wokoét osi, wykonu-
jac n obrotéw na minute.

b) a2 0 A
1 -
x ]
|
ot
¥ -t P -
2 X {1 -
2 1 qa /
/
/

Rys. 20.1. Do zadania 20.1

Rozwiazanie. W czasie ruchu rama jest obciazona sitami bezwtadnosci,
wynikajacymi z dziatania przyspieszen dosrodkowych. W pretach poziomych, pro-
stopadtych do osi obrotu, sity bezwladnosci powoduja rozciaganie, ktorego wptyw
jest pomijalnie maly w poréwnaniu ze zginaniem wystepujacym w pretach row-
nolegtych do osi obrotu. Jednostka dtugosci preta o masie m; jest obciazona sita
bezwladnosci

N
g=mjp, = 1Fpw’a p

gdzie: F —pole przekroju poprzecznego preta, p — gestos¢ materiatu, » — predkosé
katowa, 1/s

o= nn l
T30 s
Momenty gnace wynosza:
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—dla0<x <a
1, dlax=0. M;=0

My,=—-gx |
=72 Vda x=a, Mg:—zqa2

—dla0<x» <a
M, = —%qa2

Wykres momentow gnacych jest pokazany na rys. 20.1c.
Ugiecie punktu a obliczamy metoda superpozycji, korzystajac z tabl. 21.3.
4

_ g4’ l ha __qa4 1 4 _Sqa4
fA—SEJ+2anJa—EJ(8+8 T 8EJ

Zadanie 20.2. Wyznaczy¢ ugiecie punktu 4 ramy (rys. 20.2a), ktora obraca
sig z predkos$cia katowa o wokot osi.

a) %{o 5 e

S

A

__I
S

-Q

RERE

r—w

pa—

Rys. 20.2. Do zadania 20.2

Rozwigzanie. Rama jest obciazona sitami bezwtadnosci (rys. 20.2b). Ob-
cigzenie ciagle ma wartos¢

qg= lea)za

gdzie p — gesto$é (masa wiasciwa).
Przemieszczenie punktu 4 mozna wyznaczy¢ np. metoda superpozycji (tabl. 21.3,
poz. 6, 8 i 2). Otrzymujemy

2
.
1= 3E7
Mozna réowniez zastosowa¢ metode energetyczna — jak w zadaniu 16.9, gdzie
przyrost f wymiaru AB jest rtéwny 2 f4.

Zadanie 20.3. Obliczy¢ najwigksza warto$¢ momentu gnacego, ktéry wystapi
w tuku przedstawionym na rys. 20.3a, jezeli 0§ obraca si¢ z predkoscia katowa
. Masa jednostki dtugosci preta wynosi m; w kg/m. Wptyw ciezaru wlasnego
pominag.
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p=rcos g

TS -4
&& dP

a) 4

.
|
|
(]‘D
W

Rys. 20.3. Do zadania 20.3

Rozwiazanie. Element tuku okreslony dowolnym katem ¢ ma dtugosé
ds = rde 1 jest obciazony sita bezwladnosci dP = dmp, = m jrdqoa)zrcos Q.
Moment gnacy w przekroju okreslonym katem a wynosi (rys. 20.3b)

Q o
My(a) = [dPh = [m;r dpw*rcose(rsina —rsing) =
0 0

3 2

[04 a 1
= mj-r3a)2 sina [cospde — [sinpcosodo| = 3mT w?sin? o
0 0

Najwiekszy moment gnacy wystepuje dla a = _275 (w utwierdzeniu) i wynosi

1
3.2
Mgnax = zmjr 0]

Zadanie 20.4. O$ wiruje z predkoscia katowa @. Obliczy¢ najwieksza wartosé
momentu gnacego, ktdry wystapi w precie o masie jednostki dtugosci m; w kg/m
(rys. 20.4).

ODPOWIEDZ. Najwigksza warto$¢ momentu gnacego wystepuje w utwierdze-
niu 1 wynost

2

2P sina cos? a

1
M, :gmja)

Zadanie 20.5. Sztywny wal obraca si¢ z predkoscia katowa @ (rys. 20.5).
Obliczy¢ przemieszczenie promieniowe masy m, jezeli sztywnos¢ zginania pretow
wynosi EJ.

ODPOWIEDZ:

ma)za4

EJ

Zadanie 20.6. Rama wiruje z predkoscia katowa o (rys. 20.6). Obliczy¢ prze-
mieszczenie promieniowe masy m, jezeli sztywnos¢ zginania ramy wynosi £J.
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ODPOWIEDZ:

f= Smo’at
- 3EJ
TAy 9™
S
a
[~
3]
LEJ
4y
4 . 7.
Rys. 20.4. Do zadania 20.4 Rys. 20.5. Do zadania 20.5 Rys. 20.6. Do zadania 20.6

Zadanie 20.7. Do tarczy o masie m, cigzarze Q = mg i promieniu » przyspa-
wano dwa prety o dlugosci / i sztywnosci na zginanie EJ (rys. 20.7). Tarcze ob-
récono w jej plaszczyznie o pewien kat i swobodnie puszczono. Wyznaczy¢ okres
drgan skretnych tarczy.

Rozwigzanie. W chwili gdy tarcza jest obrécona od potozenia rownowagi
o kat @, oprocz reakcji statycznej podpory dolnej (réwnej Q) pojawiaja sig reakcje
R, ktorych wartosci obliczymy z warunku mowiacego, ze musza one wygiac kazdy
pret o strzatke f = @(r+1), przy czym f = RI3/3EJ. Na tarcze odchylona o kat ¢
dziala wiec moment sil zewnetrznych

6EJ
M=2R(r+1)= l—3(r+l)2
Roéwnanie dynamiczne ruchu obrotowego tarczy ma wigc postaé

d?p 6EJ
@~

2
gdzie B= Q_rz — masowy moment bezwtadnosci krazka.

Stad
d’¢ 6EJ
@ e =0

. 6EJ . . . L
Wprowadzamy oznaczenie o’ = E[T(r+ 1)? i otrzymujemy réwnanie roznicz-

kowe
d2
oo =0
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Okres drgan uktadu wynosi

2n  2nl Bl
o r+lV6EJ

T =

4

)

¢d,

Rys. 20.7. Do zadania 20.7

Rys. 20.8. Do zadania 20.8

Zadanie 20.8. Obliczy¢ okres drgan skretnych krazka o masie m = Q/g i §red-
nicy D, utwierdzonego na koncu preta o zmiennej $rednicy @ 1dp 1 dlugosci/y i/,

(rys. 20.8).

Rozwiazanie. Obracamy krazek o kat ¢. Moment skrecajacy wywierany

przez pret wynika z zaleznosci

o=t (d k)
G \Jon Jon2

gdzie

nd‘f Ttdg
Jor = ETR Jor = EV)

Okres drgan skretnych wynosi

T=2n E—J—O
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Wystarcza wiec do zaleznosc tej podstawié wyrazenie podane w nawiasach za-
miast ilorazu [ /Jy. Wzor na okres drgan uktadu ma postaé

B/ lz)
T=2n/=| —+—
G<J0| Jo2

oD?

gdzie moment bezwladno$ci krazka B = ?g—
Zadanie 20.9. Tarcze o momencie bezwtadnosci B osadzono na wale o sztyw-
nosci skretnej GJo; 1 GJoz (rys. 20.9). Wyznaczyé okres drgan skretnych uktadu.
Rozwiazanie. Obracamy tarcze o kat ¢g i puszczamy swobodnie. W poto-
zeniu okre$lonym katem ¢ dolna czg$¢ watu dziata na tarcze momentem skrecaja-
cym M), gérma za§ momentem My, wynikajacym z zaleznosci M = M) + M,
zatem

_ Msa _ Mpa Mgpa
=Gy~ Gy T G

Stad
Joi1 +2J02
M = M;
"ot + oz
0= Ma (Jm +Jo2 >
GJor \Jo1 +2J2
. de o
Z réwnania ruchu B i — M znajdujemy

r—on. | B4 <J01—I—Joz)
GJor \Jo1 +2Jp2

Zadanie 20.10. Obliczy¢ okres matych drgan kratownicy, pokazanej na
rys. 20.10, obciazonej ciatem o masie m i ciezarze Q = mg. Sztywnos¢ na rozcia-
ganie wszystkich pretow przyjac jednakowa i rowna EF. Wptywu masy wlasnej
pretéw na okres drgan nie uwzgledniaé.

. . . 1
Rozwiazanie. Sity w pretach wynosza S| = S5 = EQ’ $H=0,853=58=

= —(Q/V/?2. Statyczna strzatka ugiecia punktu przylozenia sity Q (z twierdzenia
Castigliana) wynosi

fu= % = é [2%+Q1+2 (-%) (-ézﬁ)} - <\/§+%) %
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~ 3 4
) B 2
o 1 5
1 AN
/6701 7 b Q=mg A
J 3 { !
N NN\
Rys. 20.9. Do zadania 20.9 Rys. 20.10. Do zadania 20.10

Wz6r na okres matych drgan wlasnych uktadu ma postaé

o [ S5t 3\ o
T~21r\/;—21t (\/§+2>gEF

Zadanie 20.11. Obliczyé okres drgan wlasnych pionowych masy m umiesz-
czonej migdzy sprezynami o statych ¢y i ¢).

Rozwiazanie. Ciezar Q = mg spowoduje odkszatcenie obu sprezyn o jed-
nakowa strzatke f. Sita w gdrnej sprezynie S; = fc; jest rozciagajaca, a w dolnej
S, = fc, —sciskajaca, przy czym Q = mg = S1+ 52 = f(c1+c2).

Poniewaz statyczna strzalka ugiecia wynosi

__mg
S = ¢+

zatem

Tzzn\/fi’=2n,/ e
g 1+

Zadanie 20.12. Obliczyé okres drgan pionowych ukfadu pokazanego na
rys. 20.12.
Rozwigzanie. Statyczna strzatke ugiecia obliczymy metoda energetyczna.

1
W przedziale 0 < ¢ < M moment gnacy wynosi
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Rys. 20.11. Do zadania 20.11 Rys. 20.12. Do zadania 20.12

1
M, = iQr(l —cos@)—Hrsing

zatem

oM, _
oH

1 —cos@)

. oM,
—rsing, —@_Er(

Stosujac twierdzenie Menabrei

¥4

Top—

oV 2 1 . .
ETi 0= EJO/ {EQr(l —CosQ) —Hrsmgo] (—rsin@)rde

znajdujemy H = Q/n, a z twierdzenia Castigliana otrzymamy

k1

v 2 1 . 1
Jor = 30~ —EIO/ [EQV(I —cosQ) —Hrsmgo] Er(l —cos@)rdp =

27 31\ 1 or (3 1 or
_EJ[Q<R“’§>_1H}‘E(g"_l_%)’”o‘mﬁ

Okres matych drgan wlasnych uktadu wynosi wigc

fst mi3
T=2 1}—: 1/0,019—
i " 214/ 0, 77

Zadanie 20.13. Obliczy¢ okres malych drgan pionowych dla uktadow poka-
zanych narys. 20.13a,bic.
ODPOWIEDZ:

5 ma? /. mr mr3
a) T=2n gE—J, b) T=m 27'ij‘, C) T=mn (n~8)ﬁ
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Rys. 20.13. Do zadania 20.13

Zadanie 20.14. Cialo o masie m i ciezarze Q = mg spada z wysokosci i na
koniec B lekkiej belki o sztywnosci EJ. Wyznaczy¢ ugiecie dynamiczne f; konca
B belki, jezeli stata sprezyny wynosi c.

2 e b Rys. 20.14. Do zadania 20.14

Rozwiazanie. Przy statycznym dziataniu sity Q sila w sprezynie wynosi
3

S= EQ' Momenty gnace w belce wynosza:
—w przedziale 0 < x1 </

oM,
M, = Ox, £ —x
£ 00
—w przedziale 0 < xp < 2/
3 oM, x
My=Qx+1) =5 Qx=Q(l - 5), 20 =l-3

Ugiecie statyczne punktu B (wedtug twierdzenia Castigliana) jest rowne

? 13 3 Qz3 90
Ju= aQ EJ /szdx+/Q l" &\ + 2397 B T e
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augiecie dynamiczne

fd:f“( “’f:) (

Zadanie 20.15. Ohlic7y¢ naprezenie dynamiczne o, w ramie pokazanej na
rys. 20.15, na ktdra z wysokosci A spada ciato o masie m i cigzarze Q = mg. Oba
prety ramy maja sztywnos¢ zginania EJ i wskaznik wytrzymato$ci na zginanie W.

a) ﬁa b) c)
- et ¢ WW\W

2q

7

Rys. 20.15. Do zadania 20.15

Rozwiazanie. Rozcinamy rame w narozu (rys. 20.15b) i z warunku cia-
glosci odksztatcen

M-2a Q(2a)* M-2a
3EJ ~ 16EJ  3EJ

znajdujemy

3
= RQa
Wykres momentéw gnacych pokazano na rys. 20.15¢. Najwigkszy statyczny mo-
ment gnacy wynosi My, = gQa. Statyczng strzatke ugiecia obliczymy metoda
superpozycji

fom 0Qa)* M(2a)2 23 Qa®
T 48EJ 16EJ 192 EJ

Wspotczynnik dynamiczny jest okreslony wzorem

2h 384EJh
Ki=1 I+ —=14+4/1+
d + +fst +4/1+ 2308
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zatem

M, 13Qa 384EJh
Gd35szd:_W/i[Kd: 32%, <1+ 1+ 23Qa3>

Zadanie 20.16. Obliczy¢ odksztatcenie dynamiczne f; pierscienia pokaza-
nego na rys. 20.16.

Rys. 20.16. Do zadania 20.16

Rozwiazanie. Rozcinamy pierscien wzdtuz pionowej osi symetrii i obli-
czamy ugiecie statyczne f, uktadu pokazanego na rys. 20.16b.
Dla0<op<=®

oM,

M, = Prsing, -O,’—Pé:rsin(p
AR S -~ N ¥o =
ﬁ’:aP:E?OfP”m W= ET T35S

n OF 8EJh
ﬁf*ﬁ"f’(d—z*ﬁ(l“L\/”nQrs)

Zadanie 20.17. Obliczy¢ dynamiczna strzatke ugiecia tukéw pokazanych na
rys.20.17aib.
ODPOWIEDZ:

3 2hEJ
a) fd=QL<§n—l) 14 |14 —
EJ \8 3
Q}"S(gﬂ—]>
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Rys. 20.17. Do zadania 20.17

Akademid GGorewez0 - Hutnicza
m granistava sz
WYDZIAL YN Pl
~a0OTYKI

MECHANICZ!
BIBLIOT EKA



Tablice dodatkowe
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Tablica 21.2. Momenty bezwladnosci J i wskazniki wytrzymatosci W niektorych figur

Lp A. Przy zgmaniu wzgledem os1 zaznaczonej na rysunku
1 JoR D R
T4 64 4 32
. (Dt —ah = (R -1
2 ]
J W d4 TR —7
1R
4
3 5| — bi? — b_hz_
T2 T 6
b
2
4 b
24
S W= —Tl:tj:b
BH® — bh3
s =7
o s . . BH — i
! Lhea L8] 6H
B. Przy skrecanmu
4 4 3 3
- _nRt_apt ok D
7 h=7=5 L RT3
T n
Jo= 3 (Rt =)= (D ~d¥)
8 a

233




Tablica 21.3. Wartosci strzalek i katow ugiecia dla prostszych przypadkow zginania belek!)

Lp. Schemat ukladu Strzatka ugigcia Kat ugigcia
’ : \ PP PP
: - — /=357 0=35s
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2 A;’ l f= M_12 0= M
3 3 2EJ EJ
! AN
3 st o= 4°
I = 8EJ 6EJ
R LI L [
PN I N ] o P _ PR
Y S —— % 48EJ 16EJ
i-b Py Pb 5 5 Pb .,
| ] - 2 _4Ap? = - ¢
5 A N S= e =gl
- = /\ — —
A CES . et d]ax:%l 0p = Ph(! 61{;))5321 b)
¢
o g 4 3
6 PP iviieyivdisg fziﬂ o= 9
S ey 384 EJ 24E)
4 77
. MP Mi
y = T6E 9= =355
g . s J 3EJ
L S dlax= I Op =
s | Ths 0\ S oo M
Sl -0 T 8EJ T 2EJ
7 1 77

1 Obszemiejszy zestaw wzoréw znalez¢ mozna w kalendarzach i poradnikach technicznych,
jak rowniez w pracy autordw: Wzory, wykresyi tablice wytrzymatosciowe. Wyd. VI. Warszawa, WNT
1996
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